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laiTRODlICTION. 



Ce travail eât de pure application. Nous en livrons les 
résultats aux praticiens , les méthodes à ceux qui,^ animés 
du même esprit que nous, et appelés par leur position et 
leurs loisirs à cultiver la science, ^voudront J>iea <;uni;iuuer 
les tables. L'idée seule d'être utile nous a guidé i car noHs 
ne venons point produire une théorie nouv^itlci mais seule- 
ment appliquer l'analyse, et, par suite, le calcul arithmé- 
tique à celle de Coulomb:} et en cela même nous 9e faisons 
que continuer ce qui a déjà été entrepris par d'autres, et 
particulièrement par M. le colonel Audoy. : : : 

De pareillesrecherchés son telles nécessaires, et de^i longs 



calculs ne seront-ils pâs qualifies de peine perdue? Nous sa- 
vons que beaucoup d'ingénieurs ont pfeù'de confiance dans la 
science. On sent bien cependant qu'en fait de constructions il 
y a bien des indécisions à vaincre , car les plus expérimentes 
différent du simple au doublé. Quelque pratique que Ton ait ^ 
comme les cas qui se présentent n'ont pas leurs identiques dans 
ce qu on a vu, mais seulement leurs analogues, il faut une 
induction podr arriver à la iêrhê , et c^ést là tout ce ^ui cons- 
titue la science. Ceux qui méprisent le plus les théories ne 
nous offrent-ils pas l'exemple journalier de semblables indue- 
tiens? véritables càldulk quitte diffèrent des théories savantes 
qu'en ce que celles-ci sont plus exactes , ce qui , par une consé- 
quence presque naturelle, complique leur forme; or, c'est 
uniquement cette complication qui fait qu'on les repousse^ 
comme si nous devions imposer à la vérité les bornes mêmes 
de notre zèle. 

L'opinion qui fait dépendre l'exactitude d'une théorie ou 
d'une loi de la simplicité de son expression ou de son appli- 
cation , est une vieille erreur philosophique qui a dû prendre 
son origine quand la physique n'était qu'un tissu d'hypo- 
thèses et de sfystènies. Alors,-rèS''plUS facilèââcdnce^oir dèvaien t 
^^Wè admis èoinnke lés meilleurs. Adjdu#d'hui, UJutoe qu'il 
est penbis dé dire, c'est tiiie tout ce ^ui est vrai est vrai;, 
lotit ce qui ^st fkux est faux : ne ncrtis jugeiK que d'après 
cet axifjnâe. 

Aux yeUx dés sàVaEtls, il n'y a déjà plds ni nouveauté 

-ni^iûérUîe à<îOihbattrè'céS préjugés; mais, comme militaire^ 

ndûsàtôbS'à^iidus fbîre pardbntier d'hvoir cOiisacré quelque 

tënîpiS'à 'libéquësfiëh' théorique qui se rattache eiependant 

à notre service pendàùt la {ifàlx, à cet art des constructions 

'atttjûèlii faut bien qtie cKà<n»n paie soti tfibttt. Du reste. 
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aous nous sommes contentes de créer Içs forQiules; les 
substitutions de nombres ont été faites par un caiculateyr^ 
et c était lopeYation la plus longue. 

Si Ton y rëflëchit, on verra iju'il est sans doute difficile, 
impossible même de traiter le problème des voiÇites avec une 
complète exactitude en tenant compte de la flexion, surtout 
quand la flexibilité est variable d'une manière discontinue. 
Mais une voûte simple sans surcharge, composée de voussoirs 
peu compressibles, n'en est pas moins nne des machines 
les plus simples qu'on puisse considérer, et l'idée de Coulomb 
une des théories Ipç plus incontestables et ïca plus faciles. Il 
ne s'agit point, en effet, de remonter d'une constitution 
moléculaire hypothétique a de^ effets sensible? pX appré- 
ciables. Au contraire, la pierre est un des corps de la nature 
qui se rapprochent le pïus de cet état abstrait où les suppose 
la statique rationnelle. Nous sommes donc surs d'offrir aux 
ingénieurs un i peu près -qui Ve>5t fondé que sur la simple 
tiolion dii levier, et dont la recherche peut être comparée à 
celle du centre de gravité d'un corps avec laquelle elle a une 
analogie qui est presque de l'identité. Or, qui oserait repousser 
la théorie des centres de gravité, quelque difficulté de calcul 
que son application puisse parfois présenter ? 

On nous permettra d'ajouter qu'il ne faut rien moins que 

des motifs aussi solides pour faire qu'on se voue, pendant 

quelque temps , aux conséquences et aux applications d'une 

[ théorie dont on n'est pas l'inventeur, et qui ne devrait profiter 

qu'à son premier auteur si elle était toute spéculative. 

Ce n'est point par un amour ridicule pour les chiffres que 
nous avons recherché quelquefois une exactitude toùt-à-fait 
hors de propos dans l'application , mais bien pour nous pro- 
curer des moyens de vérification*, et ils ne sauraient être nj 
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trop nombreux, ni trop précis dans un ouvrage de ce genre. 
On rabattra de nos résultats et de nos méthodes ce que Ton 
voudra; la base n en subsistera pas moins, propre à satisfaire 
celui qui exige beaucoup, comme celui qui exige peu. En 
toute chose, chacun aime à faire le mieux possible, assez de 
causes d'erreurs s'introduisent à notre insu. Il serait facile 
de prouver aux ingénieurs militaires qu'ils reconnaissent tous 
ce principe , par le soin qu'ils apportent au dessin dé tout 
projet de fortification , véritable analyse par lés lignes, dont 
personne ne voudrait être lé premier à rédùirei'exactitude scru- 
puleuse, quoiqu'elle soit en plus d'un point tout-à-fàit de luxe. 

On ne manquera pas de dire que si Ton s'était mis im- 
médiatement à calculer des tables par lès méthodes connues , 
on n y eût pas employé plus de temps qu'a faire cette analyse 
préliminaire et à l'appliquer. Cette objection, adressée à 
l'auteur,, paraît d'autant plus fondée, qu'il a déjà fait un 
mémoire, inséré- au Mémorial;, de l'officier dû génie ^ n<> 12 , 
et rempli de moyens de simplification et de calcul qtti y alors, 
lui paraissaient suflGisans. Ils le sont, en effet, quand ilne 
s agit que de traiter un cas isolé, mais non quand on veut 
avoir des repères auxquels on applique ensuite la méthode 
des difiërences : dans ce cas, il faut au moins quatre décimales 
exactes. Tous les mathématiciens savent que plus lés repères 
sont drstans, plus ils doivent être exacts, et il y a ici un cer- 
tain milieu à prendre. Traiter un cas isolé ou faire des tables , 
sont évidemment deux questions très différentes. Du reste , les 
deux méthodes seperfectionnenl et se vérifient mutuellement , 
et le mémoire cité est une des bases de ce travail , nous y 
renverrons souvent. 

Notre but aujourd'hui est donc de remplacer les substitu- 
tions et les tatonnemens par une résolution directe j et cette 
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méthode^ qui peut s étendre aux anses de panier et aux vûule^ 
elliptiques peu surbaissées^ conduira, il faut l'espérer, à des 
tables générales embrassant tous ces genres de voûte. C'est 
donc en résumé très peu d analyse algébrique pour faciliter la* 
recherche d'un nombre immense de résultats numériques;' 
cela doit suffire pour nous justifier aux- yeux de ceux qui* 
font le moins de cas de ces sortes d'études, et" qui, sans^ 
doute, n'accepteront de tout ceci que les tables. 

La conséquence du raisennement qu'on vient de réfuter 
serait, d'ailleurs, le rejet de tant perfectionnement à une 
science quelconque qui , lors même qu'elle est encore impar- 
faite, fournit presque toujours un moyen plus ou moins 
lent d'arriver à une solution -approchée^ L'histoire des Ma thé-» 
matiques en fournit un grand nombre d'exemples, que nous 
pourrions «ter. 

G)mme on le fait pour résoudre la plupart des problèmes 
d'approximation, nous a^ ono oaa ployA-Les séries à la solution 
4?équations transcendantes. Il n'y a aucune règle bien géné- 
rale pour cela. Le procédé par la diflférentiatioû successive 
et le retour inverse des suitœ, n'est applicable, vu la nature 
des équations, qu'après des préparations et par quelque^ 
vtificesqui covisti tuent toute la -méthode. Nous avons exclu 
toute généralité, autre que> celle qui convient à la questioù 
même-, car nos coefficiens 9on^ tous numériques. Nous insis*^ 
tons pour qu'on réconnaisse que cette étude a- partout soii 
caractère de spécialité ; autrement elle serait àla fois'et dénuée 
d'intérêt et par trop imparfaite. La question se rattache à une 
des plus^ difficiles de l'analyse*, et * les équations sont trop 
compliquées pour inviter à des recherches plus générales/ 

Les tables que nous publions sont celles des poussées et des 
angles de rupture. Les praticiens- s'étonneront de ne pas 
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trouyer définitivement toutes calculées les épaisseurs des 
piédroits; mais le travail en eût été beaucoup augmenté. 
D'ailleurs 9 1 épaisseur ga il faut donner à un piédroit dépend 
du degré de stabilité dont on veut le faire jouir ; c'est là un 
élément qu'il faut conserver variable. Il est même à espérer 
que plus tard on eo viendra à ûwv un grand nombre de 
coefEciens de stabilité , différens^ suivant la nature et le but 
de la construction , ainsi que suivant la qualité des mortiers. 
Si Ton publiait aujourd'hui des tables d'épaisseur dans une 
hypothèse particulière de stabilité , on serait sûr de les voir 
souvent appliquées à des voûtes d'une stabilité toute autre ; 
par là on perdrait le bénéfice de la théorie qui conduit à 
donner à peu près es^actement f» qu'il faut et rien que ce 
qu'il faut. 

On sait aussi que ia ténacité des matériaux élémentaires 
qui composent le piédroit , leur forme et leur arrangement 
influent beaucoup sur la manière dont il se rompt. Ainsi, 
l'emploi d'un coefficient de stabilité n'offre lul^-même qu'un 
à peu près qu'il ne faut pas réduire encore. 

En opposition avec l'opinion de quelques ingénieurs , nous 
pensons qu'on doit généraliser le moins possible en fait de 
théorie sur les constructions y que les types n'y conviennent 
pas plus qu'en fortification qu, en architecture j que chaque 
problème particulier mérite en quelque sorte une analyse 
particulière ; que les résultats définitifs et les formules qu'on 
s'efforce de rendre à la fois très simples et applicables à tons 
les cas y sont l'écueil de la science y que les uns et les autres 
tendent à la décréditer; que dans beaucoup de questions, les 
livres ne doivent fournir que des résultats élémentaires; que 
de cette façon seule, la théorie mérite d'être considérée 
comme la perfection de l'art, puisqu'elle conduit à concilier. 
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de la manière la plus raisonnable qu'il nous SMt donné ^ à la 
fois solidité, élégance et économie; et qu'enfin cette per- 
fection ne saurait étredrans l'application aveugle soit d'une 
formule dont on ne comprend pas la portée , soit d'un nombre 
déterminé dans des circonslanceà particulières dont on ne 
s'enquiert même pas. 

Ainsi, par exemple, pour simplifier le calcul des rêvé- 
temens et le mettre à la portée des moins zélés comme des 
moins savans, on a douné une formule où la hauteur des 
terres aunléssus dti cordon n'est pas isupposée plus grande que 
!2",5o; on y a presque tonjouro joint l'hypodiése facile d'un 
angle de frottement égal à 45^, et cette formule étendue à 
plus de cas que ne le désirait, sans doute, son auteur, est 
probablement la cause de la cbute de qndques-^ns de nos 
revétemens. 

Il nous setnble que rien ne dispensera jamais l'ingénieur 
<U yétude-aj^tofondie et spéciale d«i-«u|et particulier qu'il 
traite, et qtie, sans cette étade^ la théorie devient plus nui- 
sible qu'utile. 

Le but des hommes qui s'occupent du petit nombre des 
questions scientifiques qui intéressent notre art, doit donc 
être, suivant nous, de ^iniplifier leis applications en conser- 
vant aux questions leplus d'indëpeûdancepoisible, et jamais 
au détriment de re»actitud;e,. de Texactitude presque par- 
faite, car il est certain qu'en renchérira encoresur vous. Nous 
pensons donc que c'est aux élémens de calcul qu'il faut s'at- 
tacher; et c'est simplement un élément de ce genre que nous 
publions, mais celui detoueiceox appartenant à la question , 
qui coûte le plus de peine à trouver et avec lequel , au con-^ 
traire, il ne reste que peu à faire. 

M. Petit , capitaine du génie,: a déjà tenté la construction de 
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tables, et son mémoire a reçu du Ministre de la Guerre un 
second prixj mais, comme il n^a fait qu'employer les for- 
mules connues avant lui et représentant en quelque sorte la 
partie analytique du problème à Tëtat brut, bien qu'il ait 
.fait usage de quelques fonctions angulaires calculées d'avance, 
il n'a guère pu embrasser qu'une fraction de ce que nous pro- 
iluispQ6 aujourd'hui. Ses tables nous ont é^é utiles en nous 
/ournissant des limites (i). 

M. Petit a paru attacher de l'importance à l'épaisseur du 
«piédroit doat la hauteur est infinie, et il a voulu en faire un 
.moyen commode et rapide d approximation. Jl est impos- 
,sible de faire quelques substitutions dans Fexpr^ssion de l'é- 
paisseur sans reconnaître^ette limite ; çt nous,, nous y avons 
.été conduit en traçant la courbe de c^épaisseura^ On voit bien 
alors qu'elle converge vers une asymptote verticale; mais 
•on voit aussi que vers squ origine la distance qui les sépare 
les rend comme étrangères l'une k loutre ^ eu (porte -que la 
prétendue approximation n'en «st une xjue pour les très 
grandes hauteurs, celles qui sont les moins usitées ^ tandis 
^ue pour les hauteurs ordinaires elle produirait de plus 
•fortes erreurs que le simple sentiment. Alors, à quoi servi- 
jrait la théorie? On peut très facilement s'en convaincre en 
comparant entre eux les nombres mêmes donnés par M. Petit. 
-Personne, par exemple, ne consentira à prendre l'un ;pour 
, l'autre les deux nombres i",66 et 3",59 , 4"^ i6 et 6",a5. 



(i) II est peut-être juste de rappeler que notre mimoîre inséré au Mémorial, 

. n* la I conjointement avec ceux de MM. Petit et Ponoelet, est le premier qui ait été 

euToyé au Comité sur cette question depuis la publication de celui de M. Audoyet du 

Cours de M. Persy. Notre m&noire a été remis, en ayril i833, par M. le général 

PreTost de Y ernoîs. Nous ne faisons cette obsesratioD que pour ne pas être accusés , 
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Du reste ^ rabservation de la valeur simple de l'épaisseur 
limite appartient en premier à M. Persy^ professeur à l'École 
de Metz 9 qui^ avec raison^ selon nous^ a passe légèrement 
sur elle. 

Chaque fois qu'il s'est agi de poussée des voûtes au Comité 
du génie 9 on a manifesté le désir de voir produire des tables 
complètes; c'est tout*à-fait sous l'influence de ce désir que 
nous avons entrepris ce travail. 

Nous avons été secondé par M. Nousse (i)^ qui a exécuté 
la majeure partie des opérations arithmétiques indiquées 
dans ce mémoire , et qui a lui-même calculé les tables 
sous notre direction et vérification. Il s'en est tiré avec beau- 
coup d'intelligence et une conscience digne d'être citée* 



car, du reste, le fond de ces trois ouvrages ayant presque le même titre, est très 
différent. Je dois dire quA U partie qui ooncertie la construction des tables a été 
ajoutée .^r^ la présentation du mémoire de M. Petit, «a considération de Fimpor- 
tance que le Comité a paru j attacher. On peut , en effet , substituer une hyperbole 
à la courbe des épaisseurs et introduire dans une table les constantes qui )a déter- 
minent : ce sera le meilleur parti à prendre quand on youdra faire des tables d'épais- 
seurs. Hais on Terra dans ce mémoire^ci que la courbe eracte est si facile à décrire^ 
ou qu'avec la PI. II, comme planchette, on arri?esi promptement à l*inoonnue, 
qu'il j a tout avantage à conserver Tindétermi nation du coefficient de stabilité. 

(i) M. Nousse est employé au bureau de M. Éraery, ingénieur des Fonts et 
Chaussées, à Paris. 
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RÉSUMÉ HISTORIQUE. 



§ I. Pfous De voulons résumer l'Iiistoire du problème des voûtes qu'eu- 
ce qui touche immédiatement el sert de base à notre travail. Nous ne 
rnppelous donc point les ouvrages de Lahire, Bossut, Prony (i)* 

Coulomb est te premier qui ait donné la vraie tbéorie des voûtes, ca 
montrant que le problème dëpeudalt de la recbercbe de deux maxima 
et de deux minima; sa î»olution est sous le rapport théorique et abstrait 
ausiîi complète que possible. 

M, Boistard a fait des expériences qut onl montré que les voûtes de 
feible épaisseur tendent à se rompre par rotation , leurs voussoirs tour- 
nant les uns sur les autres, comme des kviers ù charnière. Ces eipé^ 
riences ont donné lieu à une théorie nouvelle qu'on trouve dans Ton- 
Trage de Gauthey. 

M. le colonel Auduy a remis en honneur les idées de Coulumb^ il a 
montré que la nouvelle théorie, qui considérait Fcquilibre de quatre 
leviers, revenait exactement à celle de cet ingénieur célèbre. C*était faire 
faire un grand pas k la science, car la théorie de Coulomb est beaucoup 
plus simple dans sa forme. C'est ce qu'on appréciera en comparant les 
notes que M- Navier mettait à Pou v rage de Gauthey et à la Science des 
ingénieurs de Bélidori avec les leçons du même savant à l*École des 
Ponts et Chaussées , leçons publiées depuis le Mémoire de M» Audoy, 

Aiusi, la théorie de Coulomb est tout-à-fait d'acconi avec les expé- 
riences faites; mais elle est plus générale encore» puisqu'elle considère le 
cas où les voussoirs poussent, en vertu de leur tendance^ à glisser les uns 
WT les autres» et c'est à cette force qu'est due la poussée des voûtes 



(i) Les n"' 4 ^t 12 fia Mémorial de t officier du génie, lea leçons de M, Peisj 
à VÉcole de Melx, et le cours de M. Narier à celle des Ponts et Chaussccs, mtitroni 
parfaitemeQt le Iec(eur ati courant de la queslîoD, s'il d j est pas dirp. 
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d'une grande épaîaseur relativement à leor diamètre. Celte généralité a 
été reproduite dans les Cours de MM. Navier et Persy ; elle est d'ailleurs 
indiquée pair le prindpe des ritesses virtuelles , qui veut que l'équilibre 
existe pour tom les mouvemena oosipatibles avec les liaisons géométriques 
du système. 

Hestait la question difficile des appUcationSi en se conformant à la 
direction des joints de rupture, telle qu'elle a lieu oi'dinairement , c'est- 
à-dire normale a ia douelle intrados. 

M. Audoy, appliquant le calcul à la règle de Coulomb dans l'bypo* 
thèse de la rotation des voussoirs, a donné les expressions algébriques 
dont on doit changer le maximum ^ quand il s'agit de voûtes en plein 
ceintné et en anses de panier, eoitradossées parallèlement, ou recouvertes 
d'une chape horizontale ou inclinée. De plus, il a introduit la considé- 
ration des coefficîeDs de atabiéité, et il a donné leur valeur pour chaque 
espèce devoùte^enlesdéduisant de l'application de ses formules, à des 
voûtes éprouvées. 

MM. Lamé et Clapeyron ont différentié les expressions dont on vient 
de parler, alors qu'elles sont les plus simples, c'est-à-dire quand le 
plein ceintre est extradosaé parallèlement ou de niveau» Dans ces deux 
cas, on a à résoudre des équations transcendantes , et dans le premier, 
cette équation est asse£ simple. Comme il ne s'agissait pas pour eux de 
construire des tables, ils n'ont cherché aucun autre moyen de 1» ré- 
soudre que le tâtonnement. Mais quand on opère ainsi, il n'y a point 
avantage à effectuer la diffiérentiation; elle n'est utile, comme on le 
verra, que lorsqu'on applique ensuite la méthode des séries, qui fournit 
plus rapidement l'angle de rupture. 

M. Persy a reproduit les formules de MM. Audoy, Lamé et Clapeyron , 
il leur a adjoint les expressions des résistances qu'il calcule par des mi- 
nima , et celles des poussées dues au glissement. Ces calculs , comme ceux 
de M. Audoy pour la poussée due à la rotation, consistent dans la 
recherche d'un moment , ou d'une sur&ce par les méthodes élémentaires 
d'intégration. Le Cours de M. Persy renferme quelques discussions 
utiles auxquelles nous renvoyons. 

M. Petit a donné des tables pour les pleins ceintres à extrados paral- 
lèle, de niveau ou indiné à 4^^» i^^i^ sans surcharge. Bien qu'il ait 
calcqléun grand nombre de r^aalta^ts, ses tables jn'ojit point assez de 

a*. 



(I. ) 

portée j leur en donner davaulage, sans tomber dans FimpossiLle ^ est 
précisément le problème. 

IVf. Poncelët a indiqué un moyen géométrique et d\ine exécution 
facife, quoique Ibngne, de faire les tâtonnemens qui conduisent à la 
poussée et à l'angle de rupture. Ce moyen ne nous parait offrir avaor- 
tage sur lés formules que lorsque l'intrados n'est ni circulaire, ni ellip- 
tique, ni composé de trois arcs de cercle, c'est-à-dir« dans des circons- 
tancets.très exceptionnelles. Au resie, il ésl évidemment inapplicable à 
la construction des tables. 

On doit au même ingénieur la valeur exacte des termes dus à la 
ténacité des mortiers. Enfin, il a déterminé, dans quelques cas de glis- 
sement, le véritable point d'application de- la poussée, comme je le 
montrerai. 

On connaît encore quelques moyensr anal jliques «t géométriques 
propres à faciliter les calculs.. Tout en-réduisant les formules, on peut 
les généraliser par Pintroduclion de la surcharge qui ne complique rien, 
n existe une méthode pourlésansesde panier qui, surtout en y joignant 
le profil de là voûte, en simplifie beaucoup le calcul* Enfin<, on sait que 
lés voûtes elliptiques peu surbaissées , se traitont par des-furmules tout- 
è-fiiit analogues k celles des pleins cintre», et qui- ne différent de 
celles-ci que par les termes constaus* 

Tel est l'état de la question que nous reprenons' aujourd'hui, dans 
}e but seul' de la construction des tables. Mais de peur de fisiire un long 
ouvrage inutile, il est indispensable d'apprécier d'abord, toutes lesdif- 
fieultés du problème.. 



CONSIDÉRATIONS THÉORIQUES. 



S H- Les expériences de M; Boistard ont fait voir qu'une voûte pou- 
vait se rompre de deux manières. Dans un cas représenté (fig« i), la clef 
de la voûte s'abaisse, le joint vertical s'ouvre à l'intrados, il se forme de 
chaque côté, vers les reins, uu autre joint ouvert à l'eilrados. Enfin 
aux naiissances ou à la base des piédroits, lorsqu'il y eDva., il se forme 
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deux autres j,oinU, ouverte à Finlrados. C'est là le premier mode de 
rupture, eeluiqui a lieu le pîus (réejuemment. 

Lia poussée est due alors à l'effort que le voussoir anf-bb^ ex.èrce au point 
a' (par voussoir, on entend toute la partie comprise entr« deiii joints 
consécutif de rupture, et particulièrement dans cet ouvrage j entre le 
joint de la clef et celui des reins). Pour la trouver, il faut, d'après la r^le 
de Coulomb, chercher celui de tous les voussoirs, tels que aa'bV qui 
presse le plus fortement le point a' ; et pour que la voûte ne se rompe pas , 
il &ut que cet effort ne soit pas capable de renverser en dehors soit un 
voussoir, soit la. demi- voûte entière sur ses* naissances, si elle est seule , 
ou sur la base de ses piédroits, s'il y a des* piédroits» 

Mais nous admettons, que le piédroit n'est pas^' tellement épais et 
massif, qu'il y ait. lieu à craindre qpe son renversement ne se fasse 
pas avant la rupture de la voûté même à ses naissances, ou en tout 
autre point de sa partie ourviligne. Or,., c^est là le cas ordinaire de la 
pratique; et l'ingénieur q^i construit une ^oùte, sait ordinairement , 
par sa propre expérience, que c'est par une plus ou moins grande épais- 
seur du piédroit qu'il doit s'opposer à la chute de cette voûte, et qu'elle 
est elle-même stable et inébranlable sur ses naissances.^ S'il en doutait, 
notre opinion est q^e la théorie, à part^ cpielques cas particuliers, et 
sans parler de l'impossibilité de faire supporter à telle ou telle espèce 
de pierre une forte pression, ne peut pas lui indiquer même approxi- 
mativement q^el est le point où il peut accroître la stabilité de sa voûte 
plutôt par l'augmentation d'épaisseur de celle ci, que par celle de son 
piédroit ;^ en d'autres» termes« quel est l'instant > où celte stabilité n'est 
nullement dépendante despiédroits, quelque masse qu^on leur donne. 
C'est ce que je développerai un plus plus loin^ 

Dans lè second mode du rupture, observé par MT! Boistard , et repré- 
senté fig. a, la clef s'élève, le jjointde renvecsément, au lieu d'être le 
plus éloigné comme précédemment, se trouve le plus rapproche de la 
clef, et celui qui s'ouvre à l'extrados est au-dessous de lui. Mais comme 
le piédroit n'a aucune tendance à tomber en dedans, il est évident que 
ce joint ne saurait être inférieur aux* naissances^ et In voûte se rompra 
en Taissant ses piédroits intacts. 

Ilans chacun die ces deux modes de rupture, et tant que la co* 
hésion des matières* n'entre pas en compte, c'est iodépendamnieut 
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des piédroits que se fixent le point d'application et l'intensité de la 
poussée (i). 

Il est peut-être nécessaire d'ajouter , pour que Ton comprenne bien 
ce qui vient d*être dît, que lé piédroit, pas plus'qùé la Toûte elle-même , 
n'est supposé d^une seule pièùe, inais il est composé d'assises horizon- 
tales s'appuyarit les unes sur les âUtréS sans force de cohésion , comme 
les difterens voussoirs qui forment la voûte. 

On voit assez par ce qui précède, qiie nous vbulons diviser la question 
générale en deux parties* Dans l'une, on supposé à la voûté propre- 
ment dite, une entière solidité sur Ses naissances, à Vépreuve non- 
seulement de son poids et de ses charges habituelles, mais même de 
celles qiCelle peut ài>oir à supporter aôcidenteîlement; et ce que Von se 
propose de trouver, c^est t épaisseur qit il faudra donner à ses piédroits^ 
quand on viendra à la poser sur eux. Dans l'autre partie, on cherche 
quels sont les moyens de s'assurer qu'une voùte sans piédroits et limitée 
a ses naissances, est parFaitement stable (i)% 

C'est dans cette seconde partie que résident les principales difficuhés 
de la théorie des voûtes; c'est celle que Coulomb a paru donner com- 
plète, aussi bien quant aux applications que quant à la science, en 
joignant au calculjde la puissance, par on maximum, celui des ré^s- 



(0 Cette vérité , qui parait évidente à pti0ri, et dl3|it Feipresdion est de tt. Andcj, 
résume h elle seule Pavatotage de la tMoorie de Oôulômb sur ceUet de Gautliej et 
Boistard. Mais on doit à M.'PMcelet d'avoir montré qve dès qu'on tient compte dt la 
cohésion , les piédroits esborcent sur la poussée une û^flnenee dont il a donné l'appré- 
ciation. 

(a) Cette division paraîtra empruntée au Mémoire de M. Andoy; mais la , elle 
semble moins fondée qu'ici , puisque cet auteur en appelle h la théorie de Coulomb 
pour reconnaître aussi bien l'équilibre d'une VoAte suir ses naissances , que son équi- 
libre sur ses piédroits. An reste, nous ne serions ira1lemei|t entré dans cette discus- 
sion I si , avant de faire dès tables , il n'était pas essantiel de voir si lenr nombre pent 
en être réduit. Or, d'après la théorie deConlomb > ce ne serait pas.deux tables de 
poussées ^u'îl &ndraity mais quatre : nous avons donc raison d'insister sur ce que 
cette théorie a d'inapplicable. Nous ne doutons pas que ces difficultés n'aient été sen- 
ties par M. Audoy, et qu'elles ne l'aient empêché, bien plus que la multiplicité et la 
longueur des formules , de reproduire les idées de Coulomb dans leur entier et dans 
leurs conséquences; comme l'a fait tf. I^ersj. 



tances, dont le miDimum doit être inférieur k la pii^ssance. L'éooacé de 
cette seconde partie de la question géiiénili.f^^t. être. celui-<i : Fixer 
f épaisseur con^mablé d^un^^oûis^ ià limite d^ celle avec laqmll^ ^U^ 
peut sabsisêer, Ptnsêant où elie pM»S'4^w tMde f/« rupture à Po^tre^ 
quand elle doit se ron^re, ei lorsqU'ûUereejlçje^,(^qniliÂre^ c^hi çà la 
poussée change de point d^pUcaiionMpeas^ dfi, l^fsjçtféfpifé supérieure 
à V extrémité inférieure du joint tfentiùoL ... 

11 finit d*abord établir distinclîoor entre les voulus qpi n^ spnt çom-^ 
posées que de vOussoifs, doat les )mnls}sè pjroioiig^nt jusqu'à l'extrados 
normalement à la dooelleextériettre^jel: celles. qui sont recouvertes d'uu 
eliai^ement en^ ma^onerie, dans lequel il exista des joints tput-à-fait 
diifêrens des premiei*st C'est là uœ . espèqe de .voàt,e, miue , beiiuooup ' 
plus en usage que les {nreimèm. 

Si nous considéi*ons en premier lieu les voulez cpfapoiççs d'une seule 
espèce de maçoi^nerîe^oous voyons qu^i0ar;$ vpii^^îr^ ne p^uvept, sans 
quelque erreur, être asaimiiés a des corps parluit^ineot durs. ]L«a pifsrre 
est l^rement ûompreseiMe^. et la< maçonnerie où il entre du mortier 
Fest encore plus. 11 eo résulte que ce n'est poipt sur leiiro arêtes Tives - 
que les voussoifs tendant k tourner^ mais sur 4es surfi^oes d'une certaine 
étendue; en d'autres termes, il y ft eui ohiH|ue J0i»t un centre fl^. Q^xion. 
Où est ce centre? y<Âlà ce qip'ott ne wt point et ce qu'où ne saura 
jamais. 11 faut dlâUeurs reHMrquer dan^Ja déte/rn^ioatipa de ce centre 
de flexion que la résistance à^b cMnp^eJi^îpfi est représentée par une 
constante qu'o»no connaît pas, et qfieja rés^itnce à l'extension est- 
sufyposée n«]lé an moment; du dfcmti^enï^nt. « 

Cependant on. 4wiçDât que l'00'^ait i|ne solution .a|)|M:ocUée en cousin 
éérant les vouss<Hr»€dmaMrioiiMipvQ*^i)3^8.4e jipur ufiffuSfMen partant 
d^un état d'ëquîlîkra/€xaût et ioaitable : auss^ ce n'est point sous ce 
rapport que nous attaquons rîn$ai0M«|içe de li^ théorie. Dans ce cas, les 
maximal et ie» «iqiiûmft de GHtlombtiÇPfifHûs^nt à reconnaître à priori- 
lêqiieLdèa^deuv modes.da.raiptUDB.t^nd:^)^^ pro^^ife. En fflet , on est 
averti di^ l'absucdité d'un.de .oeSrrd^RX mpçles par la position. relative 
qu'il doiinei aux j^nls. derupture^ qiii.ji»/?:. sauraient éirje tj|{>is de si|ite 
ouvérlfrdsinsJemêttie sens,.^tqilii'>m/Uf[| spppo^ queroi^atipp des vous- 
soirs les uns suriesautres;* C'est oe^^^ AL^fsrsy a &it ppur la voûte en 
pleîn-<^eibli^ extradasse 'p4«aJIèleiMnt^ cetbi» voûte 
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a négliger la C6m^tes»i(»i qui se produit Mt et joint prolongé; éh eâ«t, 
.1^ négliger tes résistanoes dues a la flesîoit , c'est ealeuter deÈ poussée» 
trop fortes, ce qui est à l'avantà^ de la solidHë, et cisCfî h'est nullement 
comparabKe à la détermination à jfmon du mode de rtlptàufe 01 dh tuini^ 
muift d'épaisseur de la voûte» délermfîiiâtion pôUi* laqtie)tela fietiott ne 
peut être négligée; 3^ les variations qu^on peut faitiî suUr au pcdtit qm 
sert d'application k h poussée, ont moins d'influence quacid dti embmsse 
la voûte et les piédroits entiers , le bras de levier de cette force étant plus 
considérable ; il en est de même des momem dedompresfeôott on de fleiiôn 
sur chaqiïe joint de rupture > ils $ont une moindre futifelion de k rësift- 
tance totale; et pour ces dent raisons , on peut rem&tqwt éh passant que 
les résultats de la théorie, ausM imparf^ke-qu'elle est aujourd'hui , dîoi'>-~ 
vent être ccfnsidérés comme d'autant mohis inetafcte q^e la bauteuf des 
piédroits est plus grande. J'ajouterai qué dsina cette pairlie de là scieuce. 
où l'on se propose de calculer l'épaisseur du piédroit , on^ n^â pas )é pré- 
tention de se passer de l'expérience; ei là comparaison qu'bia ensagM à 
établir, n'est point ehtre les différens élémens d'une méîne voûte, mais 
entre deux vo&tes de forme analogue , dont l'tine^ déjà ooUstruite , a bien 
ré^sté, et dont l'autre est à construire. Il eei clair qmi dans cette eompa* 
raison l'influence des erreurs qu'on vient d'émimérer s'affâilblk encore. 

Par le même motif, bieï) qu'une voûte pfiisse quelquefois soit par sa 
forme, soit par ses surcharges accidentelles ^ tenibe au deûiième mode 
de rupture^ tant qu^il ne s^agit que de fixer l'épaisaeWr du piédroit, on 
peut toujours supposer la poussée apppliquée au sommet du bandeau, 
comme si lepreoner mode de rupture était seul jamais possible* Le Coeffi- 
cient de stabilité fait ensuite justice de cette erreur. Ainsi, on n a jamais 
qu'une seule force et une seule formule à calculer pour une même 
espèce de voûte, du moins tant qu'il né s'agit que de la rotalioti, et ce 
mouvement est celui qui tend le plus ordinairement k se produire. 
Si la voûte est tréa épaisse , c'est encore exclusivement du glissement et 
d'une seule formule quHl faudra s'occuper. 

Enfin, il peut quelquefois se présenter des doutes sur la manière dont 
le piédroit se rompra; mais ces doutes concernent seulement ceux qui sont 
très épais ou armes de contreforts. Si le piédroit est seul, est- il possible 
que y sa masse ^ pouvant se soulever sans ruptuve y il se subdivise par des 
plans verticdtvx? S'il y a des oontreferts et qu'ils aient beaucoup de 
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queue» doîvenl^iU ae ftép^rer du pûidroît, ou im fomeir avei9 loi qu'une 
s^ule pièce ? Cette denuère qneAion a déjà c\4 IraHée par M* le général 
Prévost de Vernois , dass uoe noie ptrésent^e av Copiité en 1 833^* D'après 
ce eéuéral, on a ?ii tmrt de suppoaer que le» oeotrefl>rt» du YWgiwo a 
poudi^ de Yaubau teodaiit à se séparer du piédroit; U teuacité est tou- 
jours as^a foirte pouf que oetfaa séparation u'ail pas Uei|. Il réaulte de 
oeMe Qpui^lle hypotb^ que le co^Sôept de stahimé de^ voiiVe^ à l'é^ 
preuvedé la bombe doit âtre pria ég/d à ^^a, et non paaà ^ sevie- 
miept. C'eat un sujet sur lequel nous panerons vwwir% mais qui est 
étranger au eftlcul de la poussée, et, par sjràte, auK tablea que n<ms nous 
proposons de construire. 

Telle ml 9 nous le oroy ons « la v^tabW apprécisftiQn des diffici4(éa d« 
la tbéorie dfs voi^tea et aussi de ce qui apparaît onimne auffisafnmwt 
ai^roché au milieu de ce dédale d'impossibilité^* Plus l'on s'éloigne de 
la ?oùte simple à vqussoirs incompressibles, ply^ «ea difficultés augmen- 
tent- Il n'est paa a ofoire que cette théorie se perfectimiM jamais d^ui^ 
ma<Hère utils, j^uiaq^'il faudmit pomr cela traiter une voùle comm^ nn 
corpf flei^ible, et les é1(émens pratiqua de celiie fleûbilité n^^ éqbappa* 
roAt toi^oiics. Sans doute qu« le |)cohlèB>e paraU abordable quand O'i 
s^j^pose une pompressibîUté vnifo^me dan» toute réiendite d^ profil ; 
m«âs cette bypothéseue s'applique qu ^ da^ voûtes comme il s'en construit 
pou» et pour lesqueUef la théorie actuelle mérite dëj,à d'être c<m^d4rée 
comme aufiisammcttt appi-ocUée. On penae bien qu'il n'eût pas été raison- 
nable d'entpepr^ndre de longs calculs avant de s'4tre bien rendu compte 
de leur utilité, de la durée probable que les praticiens donneront ^ liaurs 
résultats, et de la fraction qu'ils peuvent offrir de la solutiop générale. 

Nous voilà revenus à rendre à la question toute la simplicité qu'elle 
a dans le mémoire du colonel Àudoy, et à conclure çpe l'on est forcé 
de s'en tenir à l'expérience pour fixer l'épaisseur propre des v^tes, ou 
bien à una r^l^ empirique qui s'en déduise comme celle de Péironn^t« 

Mais il faut au calcul des poussées, dues à la cotation, îoindr^ celui 
des poussées, du^ à la tendance des voussoirs, à glisser les uns sur 
autres. C'est surtout quand les épaisseurs et les charges sont fortes que 
leglisfcment tend ià^e produire. U &ut donc chercher dant qetta hypo- 
thèse je vouasqjr;de plus fa^ rupture; la pQU^sée qu'il eiepro^ ne d^it 
être capable ni da faire glisser un voussoir quelconque de deidana en 

3.. 
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dehors, ni de renverser le piédroit sur sa base en }e faisant tourner. Soit 
donc G cette poussée, due à la tendance au glissement , soit F celle qui 
est due à la rotation, je suppose d'abord 6> F. 

Tant qu'on n'admet qu'un glissement des voussoirs sans rotation, le 
point d'application de G est indéterminé; mais si le voussoir inférieur ou 
le piédroit tourne au lieu de glisser, et cela a toujours lieu ainsi (car le 
glissement d'un piédroit sur sa base ne se voit jamais , si ce n'est sur des 
terres savonneuses, et alors on a recours à des procédés particuliers pour 
le prévenir) le voussoir supérieur peut aussi tourner en glissant, il le 
peut précisément, parce que G est plus grand que F, et cetle rotation 
tend à se faire de dedans eti dehors, le joint de la clef s'ouvrant à l'ex- 
trados comme les deux voisins (voyiez la fig. 3). Cependant il ne sera 
pas nécessaire que cette rotation ait lieu , ni que le joint supérieur s'ouvre 
plus à l'extrados qu'à l'intrados , si la force G peut trouver une position 
intermédiaire entre a et afj telle que dans cette position elle ne soit plus 
capable de faire tourner le voussoir supérieur, son bras de levier s'étant 
raccourci; d'où il suit que lorsqu'on a G>'F, il faut calculer Te moment 
de rotation du voussoir qui tend le plus à glisser, diviser ce moment 
par G et porter le résultat sur la verticale, le point ainsi obtenu tom« 
bera nécessairement au-dessous de af.-^ s'il tombe entre a et a' il y aura 
glissement du voussoir supérieur sans rotation , et ce point sera le point 
d'application de G, s'il tombe au-dessous de a, le point d'application 
sera en a , mais la rotation aura lieu en même temps que le glissement 
et le joint de la clef s'ouvrira à l'extrados. Cette observation appartient 
à M. Poncelet. 

Soit maintenant F > G. 

Quel que soit le point d'application de la force G, il ne saurait empé^ 
cher le voussoir supérieur de tourner; ainsi , dans ce cas, il y a rotation , 
et la force G est tout-à-fait à négliger. 

Quand on a trouvé le point d'application de G entre a et a* ou en -a , 
ainsi qu'il vient d'être dit, il faut prendre le moment de cette force G 
ainsi placée, par rapport à la base du piédroit, mais nous ne pensons 
pas qu'il y ait lieu à prendre aussi le moment de F et à faire équilibre au 
plus grand des deux. Cette dernière opinion, qui appartient k M. Persy, 
rentrerait dans celle des plus grands momens de poussée à substituer au 
moment de la plus grande poussée , elle tendrait à faire reparaître l'in- 
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fluencc ailribuée, par M. Gauthey et Boîstard, aux piédroits sur lit 
poussée, influence qui est dilHcilemenl admissible qusind ou ne tient 
pas compte de lu cohésion. La force qui se produit a la clef d^une voûte 
ou par la réaction d'un revêtement (pour généraliser) est déterminée par 
des conditions qui ne doivent dépendre que de la partie curviligne de la 
voûte y la seule qui pousse , ou de la masse de terre adossée au revêtement. 
Ces forces doivent naturellement être indépendantes de ce qui est en 
dehors, comme l'arête de rotation d'un piédroit ou d'un revêtement. 

Donc, dans la formation des tables^ on doit négliger toutes les valeurs 
de F plus petites que G, et toutes les valeurs de G plus petites que F. 

Une autre observation doit trouver ici sa place. Elle s'adresse à ceux 
qui chercheraient une vérification de la théorie dans l'expérience* Lors- 
qu'il y a rupture d'une voûte, il n'est pas évident pour nous, comme 
pour quelques personnes, que c'est le joint le plus facile de rupture qui 
doit s'ouvrir aux reins; cela supposerait que lé voussoir, qui donne le 
maximum de poussée , peut lui-même se soutenir tout d'une pièce, c'est- ' 
à-dire quela voûte est juste inûniment voisine de l'état d'équilibre. Dans 
tous les autres cas où la voûte est plus ou moins distante de cet état * 
d'équilibre exact, c'est le premier ou le' plus petit des voussoirsqui'ne 
peuvent être soutenue^ qui doit tomber, et de tous les joints qui peuveirt 
se former aux reins, c'est le plus voisin delà clef qui s^onvrira.!! semblé 
que dire* Ie<}ontraire , ce serait- prétendre que levoussoir minimum peut 
être soutenu luinnême : ce qui est contraire a la supposition. Au rester 
nous énonçons cette opinion comme un doute, il peut se traduire ainsi t 
Peut'^I se produire à la clef une pression plus forte que celle ^ui est 
capable de briser la voûte en la faisant tourner en dehors? 

On retrouvera la même question lorsqu'il s'agira de ligne de rupture 
dans un piédroit simple ou muni decontreforts; mais là il n'y à plus de 
doute. Dans le cas présent, la solution de cette difficulté a peu d'im-^ 
porlance, puisque nous n'opérons que sur des voûtes en équilibre exact. 
Mais il en résulte qa'une voûte peut se rompre pdr rotation, alors même 
que c'est le glissement qui tendrait à pi^oduire la plus forte poussée, et 
vice versa. Sous-oe rapport, il pourrait ^tre utile de conserver toutes les 
valeurs de F et de G. 

Ces choses posées, nous prendrons IcsfornnileadeM. Audoy et Persy 
an point où ils les ont laissées, et nous ^eurappUquerohs une analyse 
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iloni ie iMit Mff la détemHiati(m â0 lenra mafiiina^ par les «oyans las 
plos pmpvas à la fopmaiian ées tablea. 

Cepandant, avant de nous jet^r 4tms oes oakmla, je panse qu'il est 
faofi de moDtver de suite au lecteur quelles appUealkms auront ees tables, 
et comajusnt eltes oonduirotit à répaisseur do piédroit qui y en déAûti? e, 
est ee qu'il importe de trouTer. Ce sera Tobjet du paragraplie suivant. 



Dénommutions générales et méthode pour calculer tépais- 
seur du piédroit^ quand on a des tables de poussées. 

1' ^ »n |F., | Il p|i J i > jy > 

VoHte e^iradô^s^^ de nir^au <m en chape. 



$ UL Ainâ qu'am Ta 4H di^.riotfodMCtipn, nous no voulona parler 
iei qv» dss pleio^-Hcântres, et.patmi lea pleina^oiotDes de ceux qui acnt 
icurmé» par un bandeau d-é^le.épaisaeur, recouvert d'une mafonnerie^ 
Unfutée aurdessus par un plan horizontal ou incliné. Cette voûte est 
doM^^ par ass âlénotens, que noua uWma désigner et qualifier d'une lettre 
qui les désigiteffa et qualifiera dans tout le cours de ce mémoire. Parmi 
c^ (élonitfiiis se trouve la oharge; noqs donnons ce nom à la bauteor de 
maçonnerie qui taoouvns noo paslebandrau^ mais un plan parallèle 
au |Jen mp^eur de U/duipe et mené iaaigentieUemeni au hiuideau. 
Aiwi €4y 6g. 5 , est ee que noua appelons la eharge«^ Cette définition 
difiSve 4e aeHe que neus avqns donnée dans le Mémorial^ n^ lâ, où 
now appelons souvent charge la hauteur çb. {Voir la méthode |>our 
\m ana^s de panier.) L^ di^érenœ de ces deua aoceptions vient de oe 
q^0 4mis la consferuption des tables il fiiut adopter pour éiémaus des 
qiawtités qu'on puisse faice crohre par degrés égaux à partir ^«éro: 
ce qui ne peut avoir lieu pour cb. Cependant, nous ferons souvent usage 
d^ cett9 dernière ligna ^ et pour cela nous lui altribueiovia .la lettre Gj 
Undia que la charge aéra désignée par C. 
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QMod c'ési éé Ift Mfrre qm pèèé èoriiiM m^ohèfge au^chwQs^ la 
chape, on rempkiM cette iëfre ]3èt une bàlltetl^ itt^ortioiimUe de 
maçonnerie; ce qui peut obliger à changer Vinclinaison de la chape, 
non en r^Iité^ mtiid hypothêt1que«nent| tft à remplacéf pour h caleul 
la voûte donnée par une auti*e d« même intrados et de même épaisseur, 
mais d'un angle difierent*' 

Ainsi, si 7^ est le rapport de la densité de ht terre à celle de la maçon- 
nerie; si I est l'inclinaison du plan de la cl>iipe sur l'horizon , et l' celle du 
plan supérieur qui limite la terre, il tst fiioile de prouver que la voûte 
à traiter aura pour inctinaison de chape l'angle i déterminé par la re- 
lation . 

tttf>g i ta: (f ^>) tang l+>^ lanig t. 

' Nbus regardons donc comme bien entendu, que toute voûte recou- 
verte de terre ou d'une maçonnerie différente de la sienne sera rempla* 
oée par une autre voûte hypothétique, à laquelle on appliquera les mé- 
thodes données ilana ce ^némoîte ain^i que les désignations suivantes : 

R le rayon de Tintrados. - 

a l'épaisseur du bandeau. 

A le ra|Tporl de l'épaisseur du bandeau au rayon. 

i rinclinaison du plan de la chape sur l'horizontale. 

C la liaûteur de la charge au-dessus de la (Aiape^ c «on rapport au 

rayon. 
C la hauteur de la cliarge au-dessus du bandeau, c' son rapport au 

rayon. 
F le rapport delà poussée au carré du rayon, ijuand la poussée sera 

due au glissement , on substituera à t* la forcé G : toutes deux sont 

données par nos tables. 
L la hauteur du point d'application de la poussée au-dessus du plan 

des naissances. Ordinairement L ss R'4" a* 
H la hauteur des naissances au-dessus de la base, autrement dit la 

hauteur des piédroits. 
e l'épaisseur du piédroit ; c son rapport au rayon. 
fi le coefficient de stabilité, égal à 1 pour l'équilibre strict; égal à 2 

et même 3,6a dans nos constructions militaires, et pour des mortiers 

non hydranltqties. 
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Ces choses posées, revenant a la déleimination de Tépaisseur du 
piédroit, nous formons l'équation' suivaale d'équilibre j 

(0 ^F(L+H)= R- (^+^. -0,45.06 R-RÎÎ^) 

^^ \ C091 2 4/ 

+7(«+=+-îî^-■"•■*':) 
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Cette équation, ordonnée par rapport à e, serait longue à résoudre 
par les méthodes ordinaires , et encore longue si on lui appliquait , par 
approximation, la solution de l'équation du a* d^é. Il est beaucoup 
plus simple de la mettre sou$ la forme suivante, où G a remplacé Ç. 

(l±il! (C+R + «) - {^FL + ^^^^ R UBg I +(|, + o,45?o6) R } 
(a) Hs=— 2 —^ : 

L'usage de quelques constructeurs. est de prendre pour épaisseur du 
piédroit le j de l'ouverture, .d^autres la moitié, d^autres le 5. Ce qui 
ferait € égal à -f, i ou^. Ces variations prouvent combien on a besoin 
d'un guide éclairé à substituer à ces routines, qui appartiennent cepen- 
dant à des hommes d'expérience. La vraie valeur de € est celle qui, 
substituée dans cette dernière équation ^ la vérifie. Or, telle qu'est dis- 
posée cette équation, elle rend .très facile les tàtonnemens quand op a 
une table formée d'avance des coefficiens suivans : 



E 


= 





+ 

a 




E' 


= 


4 


> + 


0,45206 , 


E" 


= 





+ 




E'" 


-^ 


£ 







Si l'on se reporte à la fig. 5 on verra que C'-f-R+aiest la hauteur 4^ 



faîte de la chape au-dessus des naissances^ hauteur qui est donnée ordî- 
nairement, et qui^ d'ailleurs, peut se mesura* sur l'épure. Il en sera 
debémé deL^ de R et R tang i; en sorte que rieii ne sera plus &ci)e 
que de faire des substitutions dans la formule 

jj _ E((y + R4:.a) — (^FL + E^Rtangt+FR) 

^oici le tableau des coefficiens calculés de lo* en lo* du 

rftyon. 



E 


fs=0 


0,1 


o,a 


0,3 


0,4 


0,5 


0,6 


0,7 


0,8 


0.9 


1,0 


0,5 


o,6o5 


0,72 


0,845 


0,98 


1,125 


.,a8 


1,445 


!,&» 


i,8o5 


a 


E' 


0,4521 


o,53o6 


0^6091 


0,6877 


0,7662 


0,8448 


0,9333 


1,0018 


1,0804 


i,i589 


I ,3375 


E" 


0,1667 


0,2218 


0,2880 


o,a662 


0,4573 


0,5625 


o,68a6 


0,8188 


o,97ao 


i,i43a 


I ,3333 


E* 





o,oo5 


0,02 


0,045 


0,08 


0,125 


0,18 


o,a45 


o,3a 


o,4o5 


0,5 



On prendra donc une épaisseur de piédroit égale au rayon, on la 
divisera en cinq parties, ou en dix si l'on veut plus d'exactitude, et l'on 
construira par points la courbe qui lie l'épaisseur et la hauteur. On 
pourra y joindre l'asymptote; mais, en général, trois points dans le 
voisinage de l'épaisseur cherchée suffiront. La diviinon du rayon en 
cinq parties offre autant de précinon qu'il en &nt. 

Cette solution est déjà fort simple ; mais elle peut le devenir davan- 
tage si l'on consent à fiure usage dé la planche a comme planchette. 
Supposons d'abord la poussée appliquée au sommet du bandeau , 
«omme cela a presque toujours lieu, ce qui s'exprime par L=R-4-^- 
L'équation qui donne la valeur de H peut être mise sous la forme 

^) (•,«+i~E') + (o,5+.)|-S±|±f (^-E^+E^^r tiingi. 
D^oii suit la règle 
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Règle pour irou- tJne voûlB extrodossée en chape étant donnée at^ec surcharge eh 

ver rcpaiMeur w n r • 

<run piédroit, maçonnerie, prefiâz le rapport a de t^paisseur a au rayon de V extrados 
He la planche a R , /e rapport c de Ut charge C au même rayon ; cherchez dans les tables 
chn^r '""* la valeur* de Y ou de G çui correspond aux trois élémens i, a, cp étant 
r inclinaison du plan de la chape sur t horizon; multipliez la plus 
grande des deux valeurs^ de F ou de G par le coefficient de stabilité 
que vous avez choisi j et portez le produit sur V horizontale de lajîg^ 2 , 
à partir de o^ le décimètre étant l'unité} vous fixez ainsi un point par 
lequel vous Jaites passer deux lignes inclinées que vous tracez au 
crayouj de manière à ce que leur angle aigu y tourné vers le o, soit à 
peu près divisé en deux parties égales par l'horizontale; etj de plus, 
que cet angle soutende à une distance égale à R une longueur ctor^ 
donnée égale à Jl-j^ R +-a. 

Suif lafig^ I , à partir du poiaL isolé auurquépar un trait ^ vous menez 
une ligne sous V inclinaison ^. 

Sur lafig. 2 y une autre sous t inclinaison ^^C étant la hauteur de 
charge au-dessus du Bandeau et pouvant se déduire de G par la relation 
C'=C+(R+a) tangi tang-,; mais il est plus facile de la mesurer 

sur la voûte. 

Sur lafig. 3, une ligne sous P inclinaison i. 

Cela fait, si vous soupçonnez que f épaisseur cherchée soit à peu 
près les 0,6 du rayon, vous prenez sur lafig* i, avec le compas, la 
portion de t ordonnée cotée ofi, comprise entre les deux lignes inclir- 
nées, vous la portez sur Ictfig. 2 , de manière à en retrancher la portion 
d'ordonnée de même cote^ comprise &iîre les deux lignes inclinées de 
cettefigure. 

La différence se porte sur t ordonnée o^ de lafig. 3, s'* ajoutant ou se 
retranchant^ suivant que dest lafig. i oula fig, a qui Va emporté. 

Le résultat se porte ^tfin sur t ordonnée Oyù de la fig. 4 > ^ui-dessous 
de la ligne inclinée ^piand il esipositif eiOËndessus qUandil est négatif. 

En faisant cette opérationpour trois ou quatre ordonnées, vous trou- 
vez; sur lafig. 4} ^^ ^^^ de courbe dont Finièrsection Avec ^horizontale y 
fixera le vrai rapport de Vépaisseur cherchée au rayon, les divisions 
cotées exprimant des dixièmes, les subdivisions des loo'; en sorte que 
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dans {exemple traité sur la planche a. , F épaisseur est les oqZ du rayon. 
Le chiffre des millièmes peut se calculer à F estime; et si ^opération 
est faite avec. soin, elle comportera généralement lapproxinuUion de 
o,oo5 du rayon. 

Si y au lieu de passer par le sommet du. bandeau, la poussée passait 
en«<le8sous^ on ferait l'opération qui vient d'être décrite ; et une fois la 
courbe tracée, on en décrirait au-dessus d'elle une autre, dont les 
ordonnées auraient , avec celles de ]a première , les différences qui seraien t 
exprimées par les longueurs d'ordonnées, comprises entre l'horizontale 
de la f]g. 2 , et une ligne partant du zéro et inclinée sur elle d'une quau* 
tité égale au |>elit abaissement] de la poussée divisé par le rayon. Ce 
serait donc une droite et une courbe de plus à tracer. 

Nous ue'croyonSk pas qu'il soit possible de trouver une seconde solution 
aussi générale et plus simple que celle qu'on vient de décrire. La cons- 
truction de la planchette est facile k faire une fois pour toutes; et, au 
besoin , on se servira de la planche même de notre mémoire , en la recou- 
vrantd'une feuille mince de papier végétal, et en se ressouvenant que les 
lignes ponctuées n'appartiennent pas à la planchette^ mais à l'exemple 
particulier traité par nous^ pour donner l'intelligence du texte. Voici, 
du reste, sa construction : 

La figure I fournit la somme des deux premiers termes de l'équation 

(5) , savoir , (o,5 + £ — E') + (o,5 + g* ^'i n lervalle des ordonnées est 
de I centimètre. 

La fig. 2 fournit le troisième terme — v^ KM* ^ — E'"J. Les or- 
données sont à des distances du zéro marqués par les diverses valeurs du 
coefficient Ë'^' inscrites au tableau qui précède, le décimètre étant pris 
pour unité. 

La figure 3 doune le terme + E -^. Les ordonnées sont distantes du 

point marqué par un trait, de quantités représentant le coefficient E. 

La figure 4 représente E'' tang i, les distanees au point qui fiiit le som*« 
met de l'angle i étant égales aux valeurs successives du coefficient E'^ 

Tel ^t l'avantage de cette méthode qu'elle tient lieu de tables en con^ 
servant toute la généralité du problème. Nous avons déjà exprimé notre 
opinion sur les tables de résultats définitifs; si elles ne devaient être conr 

4-. 
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sîdei'ées que comme des indications à modifier ensuite suivant lés cir-* 
constances, elles perdraient tout leur avantage , car comment &ire ces mo^ 
difications? et si elles doivent être prises partout a k lettre elles sont 
dangereuses. La théorie doit se prêter à l'expérience locale y par consé- 
quent ses résultats ne doivent pas être généraux. 

Si malgré ces observations on voulait construire des tables dans une 
hypothèse donnée destabilité, la méma méthode s'y prêterait £aicilement, 
et se simplifierait même. En efiPety ainsi que nous l'avons dit dans le me- 
moiial n"* lâ, il suffirait de calculer les épaisseurs corpeapondantes à 
trois valeurs de H^savoir Hss oo , H = o et H as R. Pour H=oo ^ on a 
kzss V^/aF) en sorte que l'on ferait d'abord deux planchettes Tune pour 
les valeurs de € correspondant à H = o, l'autre pour les valeurs qui cor- 
respondent à H = Ry et cela simplifierait notre construction en rédui- 
sant le nombre des figures de la planche â; Mais , ainsi qu'on l'a dit dans 
rintroduclion y il y aurait à craindre que les ingénieurs, pressés par le 
temps, ne généralisassent trop les résultats inscrits dans ces tables; 
Vo&u extrados- Quand le bandeau n'est pas recouvert d'une chape, les méthodes qui- 
aêniP*'' *" précèdent se simplifient beaucoup; on trouve alors 

É'fl(i.+a)-^FL_|(i+.)« 

^= ÏS^iLir 

ordinairement L =s R + ^ > en sorte que cette équation se transforme en 

H m + i '^ 3 



ou bien 

D'oul'on Aéàmioeilevè^^iSw'thorizontaledelafigX^pl.^etàgauche 
duzéro fixer un poiFUifuiensoitdisUint de OjS'jSô^ le décimètre éumt Va- 
nité ^ et par ce point tracer au-dessus de Vhorizontale et vers la droite 

une ligne inclinée de la quantité ofigjô. ' T » • étant le rapport de 

V épaisseur au rayon intrados ; ntener au-dessus de Vhorizontale et 
parallèlement à elle une ligne qui en soit distante de ta quantité 

;tF-J^ î-^!—^-, sur lajîg.ii^porter à droite du zéro la longueur f^V, el,par 
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lepoinlainsifixémeneruae ligne dontlaparlie supérieure tournéevers leo 

soit inclinée de la fuantilé ^-^ j H étant la hauteur du piédroit; ajour 

lerles ordonnées p'ositiyes de cette ligneinclinéeàceUesdelaparallèle ho- 
rizontale qu^on vient de tracer sur lajig. i, t intersection de la courbe 
qiion décrira ainsi avec la ligne inclinée qu^on vient également de tra- 
cer sur cette Jîg. i déterminera par sa distance à la verticale du O' le 
rapport de Vépaisseur cherchée au rayon. 



rotation. 



(3o) 



Recherche de V angle de rupture et de la poussée des voûter 
en plein-'Ceintre extradossées parallèlement. 

PouMcc due h la § lY . Cette voûte est celle à laquelle il e^i le plus facile d'appliquer 
l'analyse, car le problème ne présente qu'une seule variable indépen- 
dante, qui est le rapport de l'épaisseur au rayon de l'intrados. Cest 
aussi celle pour laquelle les résultats de l'expérience doivent différer le 
moins de ceux du calcul , car il n'y a ici aucune incertitude sur la direc- 
tion des joints. On a déjà dit que cette espèce de voûte n'était susceptible 
que du premier mode de rupture, la clé s'abaissant et la poussée passant 
par le sommet du joint vertical. 

Soit : CL le rapport de Fépaisseur au rayon que l'on fait égal à i. 

z l'angle d'un joint quelconque , avec Taxe vertical de la voûte. 
Z l'angle du joint de rupture aux reins avec l'axe de la voûte. 
F la poussée. 
On trouve par la théorie des moments et en vertu du théorème de 
Coulomb, que F est donnée par le maximum de 

^^} ~ 6(«-f.l— C08-8) 

Cette quantité F' est la pression exercée en particulier par chaque vousr 
soir dont l'angle est z. 

Il résulte de l'analyse qui va suivre que l'on a : 

(2) Z = 5,.a93 + 9-A(0 + B(Ay-c(Ay+eip., 

49,594 (<4-i. 69o43)(a — 0,15370(0,99987— «) 
(« + a) (•+,0,45970) 

. 1 , 1454 (*4- ' > 10081) 

~ a + 0,45970 ' 



B = 0,10458+ o>'f86(.+ 1,00759) 
(-+0,45970)» 

^_^ o,o47i7«i»+oyi4a63«*+o,o947i«+o,o5449 
0»+ 0,45970)» 
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Plusieurs lermes de ces différents coefficients sont fiicilement calculablcif 
par logarithmes. Les tables de Lalande sont ici les seules à employer. 

Il s'en &ut que pour trouver Z il faiHe employer tous les lermes que 
nous rapportons icî^. Dans les limites ordinaires' de grandeur de a, les 
seules usitées dans la pratique, il suffit des deuii premiers termes 

Z= 57», 293+ a 

lesquels donnent une exactitude de i*" environ. Cette exactitude sera 
suffisante quand la substitution sera faite dans l'équation (1) ou toute 
autre s'en déduisant par seule voie de simplification. Mais il vaut mieux 
employer un termede plus, celui en 6* pour avoir plus d'exactitude dans la 
valeur de l'angle Z puis substituer le résultat dans l'équation : 

(3) F=-{(. + ^)ZcotZ~-(i+0j, 

et quand le rayon ^ au lieu d^être égal à r, sera R^ il faudra multiplier le 
nombre F par R'. 

i7e/7i07i^rra^/o/».MM.LaméetClapeyron ont différentié l'équation (i), 
et ils sont arrivés à la suivante reproduite par M. Persy dans son cours 
de construction, et par M. Petit {Mémorial de Voffic. du génie yW^ 12). 



dm z 



CO8Z+-: i-(l +i4«C0t«= I +«t— »• ï 



Jusqu'ici on n'a résolu cette équation que par tâtonnement. Mais on va 
voir qu'elle peut se résoudre très approximativement par les séries. On 
trouve dans le calcul différentiel d'Eufer ^t dans les exercices de calcul 
intégral de Legendre^ les deux développements suivants : 

^==,+ (2'-.)H,x"+2!llÎH..i+^^ 

s cet s =±i I — iàH,«* — aH. tS — afts »' — etc. 
Les coefficients H„ H., Hs, ayant les valeurs 

tf.= g> H.== -, H,= p, H5= pggg, ^«=63646o825' 

H7 =s OyOoooooiogOS, HtaBOyOooooeoiiit>> HgCOiOO^^ooooti^/etc. 
c 
£n général , Hé = Zïïi»^ étant le rapport la circonférence au diamètre e^ 
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Sam = i+-5;^ + -5Îiï + -^' etc. 

Voyez la teble des logarithmes de H„ H., H3.... Pag. i85, tom. lll des 
Exercices de calcul intégral. 
On déduit de là 

jA^_scot.=3H,z*+(4 -57)H..*+(4-^,)Hs*«+(4-i) H,s» + ect. 

Sous cette forme le calcul des codiicieiits des puissances de z estextré*- 
mement aisé, eti'on a 

3 H. = 0,5 

(4- ^)h. = 0,041666666, 

(4— L-)h3 = 0,004 166 666, 

(4— ^)H4= 0,000 4ai 627, 

(4 |-j]H5 = 0,000 042 713 8, 

(4— ^.)h6= 0,000 004 327 75, 

^4— ip.^Hyzs 0,000 000 438 492, 

(4— ^)H|» 0,000 000 044 4a8, 

14'^ -^jH^ssOyOOo 000 004 Soi 5, 

Si l'on désigne )a fonction -; — — x cot 2 pary(«) et ses dérivées suc* 

cessives pary'(2),y"(«), y'"(a), etc.; puis qu'on suppose à 2 une valeur 
linéaire égale à i, qui correspond k une valeur angulaire ^ale à 
Sj"" 17' 44'^^^ ^^ ^T9 ^9^9 ^^ ^^ facile d* obtenir les valeurs particu- 
lières :y(i),/(i), î/"(i), ^'"(i), ^/'^(O, etc. et 4e reconnaître par 

la loi même de leur formation arithmétique non-seulement leur décrois- 
sement , mais encore le nombre des dédmales dont on peut répopdre 
dans leurs valeurs numériques. On trouvera en se contentant de cinq 
décimales , 
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/ (i) = 0,546 3o3, 
/(i) ss 1,19553, 

^ / (I) = 0,826 56, 

g /•(!) = 0,27987, 

^/-(i) = o,i45 3, 

^yMi) = o,o63 8. 

A Taide de ces nombres et du théorème de Taylor, on peut former la sé- 
rie qui résulte de la substitution de i-f-^ à la pkce de z dans f[z)^ x 
étant une petite fraction. 

fyz) S30,5463o3-f I , i9553a:+o,82656r»+o,a7987 «'+0,1 453i«<+ o,o63&c*+ etc. 
Le déyeloppement de z cotz s'obtient plus &cilement encore parle 
même procédé et l'on a 

2cot z=:o,64ao93 — o,77oi9*-^o,5o545»'—-o,i46i6a:?'— o,o745^--<>yw>33u*--etc. 

Enfin 9 on sait que 
co$« = cos(i)— X8În(i)— — co«(i) + ^|~^sin(i)+ i.a.3.4.5 ^CO— etc> 

Ici, sin (i) et cos (i) sont lés sinus et cosinus de l'arc dont laT'longueur 
est I, et l'on a 

cos zssO;54o3pa— o,84 i 47^ — 0^70 1 5a:*+o, i4oa4^'+o,oaa5x*— o>oo70«*— etc. 

Si l'on réunit ces trois séries dans l'équation que nous voulons résou- 
dre, on obtiendra 

^^0,519630+3,59274* — i»0737a<e^ — ^ 

■^ 3(i» + a)(o,354o6-fo,77oi9«) 

o»5564i +o,5o545< ^ o,4^<>" +o,i46i6ii , 
oy354o6+o,77oi9ii o,354o6 + o,770i9« 

-*- o>'678+o,0745< . o,o568 + o>oo3ait .^^ 
^ o,354o6 + Oy770i9Ji ' o,354o6+o,770i9« ~ 

En revenant de la quantité linéaire x au nombre de degrés ou de par- 
ties de degré qu'elle représente, nombre que je désigne par a^ et met- 
,tant chaque coefficient sous la forme de facteurs : 
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_ 1 , 1 454(« + 1 > I oo82Y j:^ Y o,Q578i(^ + a,8743) /jr^Y 
« + 0,45970 \io/ flt + o, 45970 \io/ 

o^ûô5i4K« + 2#a523)/£^Y Q 1 oooq3B55C< -J- i 7 , ^SoV j:^ y ^ 

et + 0^45970 \lû/ ££-^0,45970 \^<*/ 

Ce nombre ajoute à 57''j293 doit donner l'angle de rupturep Quoique cette 
dernière forme soit peut-être la plus commode pour le calcul arithmé- 
tique de JC°y on a préféré lui appfiqiicr la formule d'Euler pour le retour 
inverse des suites et la présenter sous la forme (2). ^ • ,, 

Exemple. Solt0&=o,i, on trouvera 

Z=57*,a93 — 3°,65o — o%327- o«,o44 — o,oo6=;53%266=53'^i5'58% 
dès le troisième terme, qui est cclLii en fl', un n rapproximalion de —s 

de degrés environ. 

J'ai vérifié ce dernier calcnl et, par conséquent, les formules qui l'ont 

tlonnépar les substitutions suivantes : 

z = 53° i5', r = 0,06751928, 
,. i» . . = 53- 17', t- = 0,06751937, 

3 -:^ 63° Iq'j F' = 0,06751924* 

La valeur de F est donc, dans cet exemple, 0,06751937. M, Petit af 
trouvé 0,06754, la différence est insignifiante , mais je la cite parce 
qu'elle est une preuve de ce qui va être dit plus bas sur le calcul de F. 

DîicuasioDauric L' équation (3) est fondée sur rartlfice suivant, qui est dû à M. Fersy 
^ù^e^^ ^ ' ^t q^^'il ebt utile de discuter, non pour le jjenre de voûte que nous étu- 
dions, mais pour les autres. 

Si j^ est une quantité dont on cherche le maximum , su différentielle 

égalée à o donne RdQ — Q^R =^ o, d'où 75 ~ dO' ^^^^^ équation n'u 
lieu que pour le niaxinuim, et pour calculer celui-ci il peut paraître 
préférable de chercher -j^ à la place de— • C 
tit a isuivie dans le calcul des tables citées. 



préférable de chercher^ à la place de^^* C'est cette méthode que M- Pe- 
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Pour l'apprécier, substituons à Z cet Z son développement , quand 
on fait Z =s I -f- x. On trouvera 



Fc=o,64ao9^î+^..,(iH.-) 



— 0,77019 ^-^ ^ or— o,5o545 ^ ^ ar» — de. 

Supposez une erreur de i* dans la valeur de x', ce qui fait une erreur de 
jgj dans celle de Xy Terreur de F sera 

cette quantité peut être considérable. Si a= - , elle devient 0,0042 ; or, 

dans ce cas, F = 0,1722, l'erreur est donc -^ =^ de la poussée^ ce 

qui est beaucoup trop pour des nombres conservés en forme de tables. 

Au contraire, en faisant des substitutions dans l'équation (1) on 
trouve 

z = 62*, F' s= 0,17185, 

z = 63'» F' = 0,17210, 

z = 64®, F = 0,17220, 

X = 65*, F' = 0,17215, 

X = 66<», F = 0,17197-, 

ici une erreur dans la valeur de Z, quand cette erreur est plus grande 
que 1*, mais plus petile que 2*, jdonne une approximation de de la 

poussée. Une erreur comprise entre 2 et 3 degrés en donne une du ^-- 

de la poussée, ce qui est plus d'exactitude encore qu'il n'en faut. 

Donc, toutes les fois qu'on ne peut pas ou qu'on ne veut pas calculer 
l'angle de rupture avec plus de précision que i à 2 degrés, c'est dans la 
valeur même delà poussée non différentiée qu'il faut substituer cet angle 
de rupture, et ne se servir de l'équation différentiée que lorsqu'on peut 

calculer cet angle avec la précbion de ^ ou ? de degré. 

5,. 



(36) 

La raison de cette différence entre les deux formules est évidente; l'ane 
d'elles représente une quantité qui, proche de son maximum, var^e par 
des accroissements insensibles, et l'on ne peut pas en dire autant de 
l'autre. 

Il est clair qu'on doit, par analogie, étendre ces conclusions aux for-^ 
mules propres à tous les genres de voûtes; ainsi pour n'avoir pas à cher- 
cher l'angle de rupture avec une précision qui quelquefois entraînerait 
dans de longs calculs, et pour n'avoir jamais à faire usage que des fonc- 
tions angulaires calculées de degré en degré et rapportées dans notre 
mémoire du mémorial n!* 12 y nous ne reviendrons plus sur cette mé- 
thode deM.Persy.Lecasprésent est le seul oùelle soit applicableparceque 
la valeur de Z s'obtient très aisément avec l'approximation nécessaire, 
puique nous avons plusieurs termes de la série qui la représente, et que 
ces termes sont simples. 

Ces détails ne sauraient paraître superflus, car ils sont d'un très grand 
intérêt pour celui qui va construire des tables. 

Dans la pratique il est clair qu'une erreur de 7- de ta poussée est 

peu de chose ; considérez , d'ailleurs , que cette fraction j- est une lir 

mite, et vous serez conduits à n^liger x^ et les puissances ultérieures de 
X dans la valeur de F comme dans celle de l'angle de rupture , d'où 
résultera l'expression suivante, facilement calculable par logarithmes : 

p o,iS3a #(#+ 1,7106) (i, 4565 — rt ) p, 

« + 0,4597 

Pour les voûtes des ponts cette formule est très approchée; en général 
elle peut tenir lieu de table. Nous renvoyons du reste à celle qui a été 
publiée par M. Petit {Mémorial, n** 13); nous n'avons traité ce sujet 
que dans le but de faire voir la méthode qu'il eût fallu suivre pour la 
calculer avec une grande promptitude^ et surtout de donner sur l'exem- 
ple le plus simple la solution qui , appliquée aux autres voûtes, a peimis 
de construire aussi des tables pour elles. 

Si je ne craignais encore de multiplier les formules, je traiterais ici le 
cas d'une surcharge en terre ou en maçonnerie, d'une densité dîffëixînte 
de celle du bandeau. C'est bien k tort que M. Petit a considéré ce cas 
comme difficile, car il rentre presque identiquement dans cchii des 
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voûtes extradassées en chape. On. peut fiAcilement reconnaître que le 
moment d'un youssoir de cette voûte roiite est égal à la différence 
entre le moment d'un voossolr dç voûte e&tradossée en chape, et le 
moment d'un voussoir extradossé parallèlement y le premier étant mul- 
tiplié par la densité de la terre , le second par l'excès de la densité de 
la maçonnerie sur celle de la terre (i). Je renvoie donc à mon mémoire 
déjà cité plusieurs fois, mon but n'étaht ici que de traiter de la cons- 
truction des tables , et non de cas isolés pour le calcul desquels je n'ai 
rien à ajouter à ce qui se trouve dans ledit mémoire. 

Je passe à la poussée due au glissemeurt^ Soit G cette poussée y il est poa«ée due au 
facile de prouver que G est le maximum de ^ »•«»« . 

Q/ _ ^ (^ + g) 



% tang (z -f ff 

p étant l'angle du frotteméût, c'est-à-dire l'angle que fait avec ï'horl- 
zon le plan incliné sur lequel les matériaux qui composent la voûté 

commencent à glisser; il s'agît de trouver le maximum de »t et 

d'abord l'angle Z qui le donne. 

Différentiez, vous aurez pour équation de condition 

a (z -f- ?^) — sin a (2 -+* ^) =î= a^. 
La longueur de l'arc 2 + 9 diffère peu de l'unité; je pose donc 



(i) £t si la sarface supérieure élait courbe eomtne AX, fig. 4i on imaginerait 
chaque ordonnée telle que op prolongée d'une quantité égale à' eDe-^méme ; ce qui 
tracerait une courbe p's) puis on subdiviserait ces prolongemens en deux, puis 
encore en deux jusqu'à ce qu'on arrivAt à deux courbes trës. voisines entre elles, et 
dont l'une fik légèrement convexe , et l'autre légèrement concave vers l'horisontale. 
Entre ces deux-là, et dans une étendue qui ne doit pas excéder l'étendue probable du 
voussoir de rupture, on tracerait une ligne droite, laquelle «e trouverait diviser 
tons les prolongemens des ordonnées dans un rapport à très peu près constant. Par 
ce mojen, 1a masse qui rj^couvre le bandeau et qnfest limitée à kJLy se trouverait 
remplacée par une autre d'une densité différente , mais connue* et limitée à une ligne 
droite. Comme, d'ailleurs, Tintrados peut être circulaire , elliptique ou en anse de 
panier, on voit comment tous les cas que la pratique peut offrir rentrent dans les 
formules conuncs et données dans le mémoire cité. 



(38) 



^ + 'P = » + ^f' 



x^ est un nombre de degrés assez petit, et-^ la longueur de i*, Té- 
quation de condition devient 

en représentant 

^^•para;j 

a: — sin (a + x) = ?^-.3. 

Contrairement à la notation habituelle sin (2 -f- x) signifie le sinus 
de l'arc dont la longueur est 3 + j;. Cet arc a pour valeur en degrés 

On peut développer le premier membre de cette équation par la 
série de Maclaurin : on trouvera en le désignant par F {x) 

F (o) = — sin 2, 
F' (o) 5= 1 — cos 2, 
F" (o) = sin a, 

F*'' (o) = cos 2 , 

F" (o) = —sin 2, 

F^ (o) = — cos 2, 
F^* (o) = sin 2, 

etc., etc« ; 

d'où l'on conclut 



F (^) = — ^ — 2 :?= :— sin 2 + (i *— cos 2) x^ x^ 



cos a « sin a _f 00s a 



■+" ^ X •— -^ — = — r Xr •■" ^ ^ 0^ mLm etc. 

sin 2 et cos 2 sont ici les sinus et cosious de l'arc dont la longueur est 
2, voici leurs valeurs : 

sin 2 = 0,90930, 
cos 2 == — *o,4i6i5; 
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la série peut se mettre sous la foraie 

a— sina — -^ 
I— cosa ^ ^ a • i,a,3 i.a.S,4 i,a.3.4.5^ ^ ' 

♦ exprime ici, non pas une longueur mais un nombre de degrés. Cette 
série équivaut à celle-ci : 



o^^_o,64^^ o,^38S 5 ^^^ 
i.a.S f.a.3.4 i.a«3.4-5 



qu'on continuera aussi loin qu'on voudra, les coefficients se reproduisant 
les mêmes de deux en deux , au dénominateur près. 
Par la méthode invçrîse du retour des suites on déduit 

a = 3i%243, 
Z== a6*,o5o -.a,93854=i — o,5688(i^y 

+ o,io94(^7~o,o97(l=iy + etc., 

En se contentant des deux premiers termes de la série , on a une ap-* 
proximation déjà très grande , car soit (p s= 87* , Z = 24>*4 ^ S ^^ degré 

près; f = 40°, Z s= a3%5 à moins de- pies , ^ ss 3o% Z ss a6%4^ à 

moins de — de degré près* On peut donc poser 

Z = aS'^y^Si — OyagSSS^. 

Il est évident qu'on aura une valeur de G infiniment approchée en 
substituant cette valeur de Z; d'où suit cette formule où nous faisons re- 
paraître l'épaisseur et le rayon 

G = o,a5643tf (a+ 2*1)^1,1989— —^cot (35*,23i + o*,7o6t5f); 

expression facilement calculable par logarithmes, où Ton se rappellera 
que (p ne représente plus qu'un nombre abstrait ; 
Soit 9 =s 3o, 

G 3s o, i53oa a (tf 4. a&). 
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Les valeurs de Tangle ^ peuvent être 3o*, 33*, 34*, 37*, 39'' et même 4o*. 
(Voyez la page 169 des leçons de M. Navier , a"* édition.) 

Parmi elles , on choisit ordinairement ^j\ Cependant MM. Petit et 
Poncelet ont préféré 3o^, qui parait n'être qu'une exception j ils se sont 
fondés sur ce que cette hypothèse favorise la stabilité* JPeut-étre que ce 
motif ne serait pas suffisant s'il n'était corroboré par l'observation sui- 
vante : Coulomb, et depuis lui M. le capitaine Morin {Expériences faites 
sur le frottement en i83i, imprimées chez Bachelier) j ont reconnu que 
la force nécessaire pour vaincre le frottement est plus grande en partant 
de l'état de repos que lorsque le corps est en mouvement, surtout si le 
contact existe depuis quelque temps. Mais M. Morin a remarqué qu'un 
petit ébranlement suffisait pour rendre au frottement la valeur qu'il a 
lorsque le corps est en mouvement, valeur qui est indépendante de la 
vitesse et de l'étendue de la surface frottante. Comme les constructions 
ne sont pas à l'abri de ces ébranlements , il en résulte qu'il faut dans tous 
les calculs qu^ ont pour but leur stabilité, n'employer que le coefficient 
de frottement qui convient à l'état de mouvement. On ne connaît encore 
aucune loi qui Ue ces deux coeffîdents entre eux. JXous n'avons d'ailleurs 
aucune expérience sur le frottement des pierres en mouvement, et dans 
cette ignoi'ance on ne doit pa^ hésiter â prendre le plus fiiible des nom* 
bres cités plus haut. 

11 est probable que les mêmes considérations introduites dans la pous- 
sée des terres eii modifieraiexrt sensiblement les formules; mais il &u« 
drait auparavant quelques expériences. 

On connaît depuis long-temps ia solution par les séries d'une équation 
de la forme/" =a + xx (t"); on a mâme le développement d'une fonc- 
tion quelconque de^, telle que 4 (/')> on aurait donc pu appliquer cette 
méthode au calcul <^e Z et de G : ce dernier peut même donner lieu 
à une formule élégante. Mais ces sortes de développements sont plutôt 
symboliques que propres aux applications ; car les différentes opérations 
qui y SQnt indiquées sont fort longues quand on descend au calcul arith* 
métique. Nous préférons beaucoup le développement de Z suivant les 
puissances de la petite.quantité 

10 
Lagrânge a prouvé {Résolution des éqi/tations numériques) que le dér 
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veloppenvent de/ représentait la plus petite des racines de l'équation : 

Comme d'ailleurs la formule d'Euler pour le retour inverse des suites , 
que nous avons suivie, rentre dans celle de Lagrange, on pourrait con- 
clure que nous avons la plus petite des valeurs deZ; bien plus, je dis 
qu'il ne peut y avoir qu'une seule racine réelle résolvant l'équation qui 
donne l'angle de rupture , du moins tant que les données conservent 
des valeurs possibles. Cette proposition est évidente pour le cas du glisse- 
ment, car la courbe 

jr:=zx — smx 

ne peut être rencontrée. qu'en un seul point, par une parallèle à l'axe 
des abscisses dont l'équation serait/ =2^; donc ici il n'y a qu'une ra- 
cine réelle , celle qui est donnée par notre développement. 

Mais quand il s'agit de la rotation, la chose n'est plus évidente; soit 
donc cette équation ; 

je dis qu'elle ne rencontre l'axe des z qu'en un point. En effet, pour 
qu'elle le coupât en un autre point, comme la fonction/ est évidem- 
ment continue depuis z = o jusqu'à z ==s 90* qui sont les seules limites 
à considérer, il faudrait qu'elle eût entre ces deux points de section, 
une tangente horizontale ; voyons si cela est possible : 
Je différentîe , il vient 

Ar . I ' zcosz (i-|-»)(co8Ssin;K'— s) 

ds 8111 Z 8in *x siii*< 

ou bien 



Ajr z — C08 z 8in z 

dz 810 •;b 



(! + •— COSjC). 



11 est évident que ^ ne peut devenir o que par 2 = 0; mais z ne peut 

jamais être nul qu'autant que « = o ou « = V^3, comme on peut le re- 
connaître sur l'équation même qui donne z. Donc il n'y a jamais qu'une 

6 



(4a) 

racine réelle ^ à moins que l'épaisseur de la voûte ne soit au rayon 
:: V 3 : I , ou plus grande encore , mais alors la poussée due à la rota- 
tion est nulle. 

Qq conçoit l'importance qu'a ce théorème, car s'il y avait plusieurs 
racines réelles comprises entrée o^ et 90^, il y aurait plusieurs maxima 
entre lesquels on devrait choisir le plus grand; Gela compliquerait infi* 
niment les applications de la théorie de Coulomb. 
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Détermination de V angle de rupture dans les njoûtes recou-- 

inertes dune chape. 

§ IV. Si mj (fig. 5) est un joint de rupture, il règne un grande in- 
certitude sur la direction que prendra ce joint en quittant Textrados 
du bandeau : si J^ chape est très inclinée, le joint en se prolongeant sui- 
vant y/» sans se briser, conservera à peu près sa direction; mais .si la 
chape est peu inclinée ou horizontale, la direction jn' sera plus courte 
et par conséquent plus probable. Dans la pratique, la direction de plus 
facile rupture entre toutes celles qui partent du point y, est souvent 
donnée par la manière dont la chape est appareillée et réunie au ban-- 
deau. Quoi qu'il en soil^ on a déjà une approximation en calculant la 
poussée due à la partie amjv!c\ dans le cas de la rotation, cette approxi- 
mation est en plus, et l'erreur est à l'avantage de la solidité. Or, le cas 
de la rotation est presque le seul qui se produise. Enfin siyV est la vraie 
direction, le triangle yV/i' n'est qu*une petite partie du voussoir; on 
pourra donc à la poussée donpée par la table, adjoindre celle due à ce 
petit triangle tracé sur l'épure à la suite du joint de rupture, en pre- 
nant pour joint de rupture celui ntiéœe qui est donné par les tables et 
qui ne saurait différer beaucoup du véritable. 

Cette adjonction se fera avec le signe ^ pour le glissement , avec le 
signe — pour la rotation. Elle sera extrêmement courte à faire., puis- 
qu'il ne s'agit que de calculer la surface ou le moment d'un triangle , 
opération qui ne mérite nullement d'entrer en comparaison avec le 
calcul de la poussée due à Vautre partie amjric du voussoir. 

Mais tant d'exactitude n'est généralement pas nécessaire, elle est même 
illusoire quand on fait usage d'un coefficient de stabilité. On s'en tiendra 
donc le plus souvent aux valeurs F et G données par les tables, et qui 
apartiennent à la partie amjn'c. 

Aux dénomminations déjà données page 23 nous joindrons celle de 
la hauteur oc du faîte de la voûte au-dessus des naissances, elle n'est 
pas indispensable^ mais elle aide à simplifier les formules. M» Audoy 
l'a désignée par nj nous lui conserverons ce nom. 

Nous appellerons A la hauteur du point d'application de la poussée 

6.. 
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au-dessu» de riuiradospious avons dit que nous ferions toujours A =«r, 
mais il peul être utile de donner les premières formules indépendam- 
ment de cette hypothèse. 

Z est l'angle du joint de rupture avec la verticale; is celui d'un joint 
quelconque avec elle. 

Ces choses posées^ on reconnaît facilement par un calcul de monient 
Angiederapmre quc la poussée F cst le maximum de la quantité 

dans le ca« de ' 



rotation. , ^^^ ^ 

I ^ cos z 



■1 |-8in •« {— ' '— ^ — ^^^ -' cos(*— > 

a • fa 6 cosf ^ ^l 



I -|-^~-cos« 
le rayon étant é^^al à i . 

J'ai différentié cette équation par rapport à 2, et j'ai obtenu l'équa^ 
tion de condition qui fixe l'angle de rupture Z : 

(1) 0= — A + Bcos*— C co8»z + Dco8^z + îî2^ — (i + a)2 col x. 

+ E8iQZ Ti — rsîn'jij — lAsmzQosZf 

où les coefficients ont les valeurs suivantes : 

A = I + n(i - «•)+«• (14. I*) (I 4- A), 

YS = I +2n(i+A)(l— ••), 

C = (i+ii){n(i_«) + (f4.-i)(i-2«)(f+A))v 

F = (i+«)*(i— a«)langi, 

H= (i 4.«)»(i— 2«)(i +A) tangf. 

11 est facile de reconnaître que le second membre de l'équation (1) 
est divisible par (i — cosz) quand A=ss-o et rien que dans ce casy.elle 
devient alors : 

(2) o = -Q+n(,-«») + .*(i+|*)2 

quand on fait isxo,naB= i H^ctet suceesnvement A ^ a, A =o yCt» 
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deux équations (i) et (2) deviennent identiques avec celles que M.Persy 
a données dans son cours (d'après MM. Lamé et Clapeyron). Mais, 
comme on le Voit, l'équation (i) est bien plus générale', car ])ar cela 
seul que A est variable, elle s'applique àu% anses de panier, en 
y ajoutant un oa plusieurs termes. On sait en effet (voyez le Mémo- 
rial ii^ 12, mémoire de l'auteur) que la poussée d'une semblable voùle 
est la même que la poussée d'une voi\te en plein ceintre chargée d'un 
poids et supposée maintenue en équilibre par une force appliquée non 
au sommet du bandeau, mais en un certain point sur Taxe de cette voûte. 
Ainsi A n'est plus égal st a mais à un nombre c^ue l'on calcule, ainsi que 
le poids qui est censé presser cette voûte en plein ceintre (iclïve. 

Comment ce poids ou tout autre, par exemple, celui qui rej}réseute 
te choc d'une bombe, modifiera-l-if l'équation (i)? Il suffira pour le 
savoir de se rappeler que la diiTérentielle de F' avant d'être égalée à o 

â été multipliée par —^^ — . '' - . Donc tout terme fonction de z qui 

sera adjoint à là valeur de F^ devra être différencié ,- puis multiplie 

par ce facteur avant d'être ajouté au second membre de l'équation (1). 

Si l'on veut savoir ce que devient l'équation (2)^ c'est par ^ ^i -- cos z). 

qu'il faudra multiplier & différentielle du terme ajouté à F', et le pro- 
duit sera ajouté au s™' membre de cette équation (â). Au reste ,^ nous ne 
traiterons pas cette dernière éqiaalion. 

L'équation (i) est donc celle qu'il faut fésoudre par voie d'approxi- 
mation, et pour celai' on peut d'abord fixer les limites de la valeur de z 
de la manière suivante. 

Les limites de grandeur des données a et i peuvent être évaluées LimUes des 

pour A aux deux fractions -et—, (a) pour t à'o* et 45*. 



(i) Cest une question de savoir si pour tenir compte de Pinstantanéité du choc, 
tl ne conviendrait pas déconsidérer le joint dé pTus facife ropturey obnuue restant 
le mèkne après et avant le chocCette supposition qai noiis paratt préférable , sim- 
plifierait beaucoup le calcul. 

(a) Cette limite — n*est pas celle des tables qui sont à la fin'de ce mémoire ,e\\ey 

est remplacée par «-=0,05; mais c'est uniquement à' cause de l'équidistance, car 



cincs. 
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La quantité n est égale à -î — jH-^, £? désignant la charge ;dVi l'on 

déduit que la valeur générale de F' est égale à la valeur de F' calcu- 
lée dans l'hypothèse d'une charge nulle, augmentée de la quantité 

^ ^' ~ ^*l _j-?î~ — , laquelle est essentiellement positive. 

On admettra comme évident que le maximum d'une fonction compo- 
sée de deux autres essentiellement positives, a lieu par une valeur de la 
variable indépendante, comprise entre les deux valeurs de celte va- 
riable qui rendent séparément chacune des deux fonctions partielles un 
maximum. 

Le maximum du terme dû à la charge dont on vient de donner l'ex- 
pression , a lieu par le maximum de '^'^:jz~^^^ lequel a lieu par 

ces ^ = I +A — V^A(A+3), 

et si A = tt , comme nous le supposons, 

008 zss I + « — ^m(m+ay, 
soit • = - « = 67*, 



z =s— a = 48"- 



On voit par le premier et le dernier des angles inscrits dans ce ta- 
bleau , que pour ce qui est dji terme dû à la charge, l'angle de rupture 
est compris entre 67* et 48". 

Supposons maintenant i = 4^* 9 ^- Veth a calculé une table des va- 
leurs de l'angle de rupture et de la poussée dans cette hypothèse , jointe 



une aussi faible épaisseur ne peut être supposée tant que la cohésion n'entre pas en 
compte. 
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à celle de c s= o« Celle table iildique que entre ass - et « as —, l'an^ 

* * a la' 

gle de rupture est compris entre 6i*et Sg* environ. Donc quand «=45*' 
et que la charge c n'est plus nulle , l'angle de rupture est compris en- 
tre 39* et 67\ 

Maïs la valeur de F' peut être facilement décomposée en deux termes, 
Pun égal à la valeur de F' particulière au cas où * = 4^®; l'autre égal 

à i' —^) (r— . tang i) — vf' ^ et essentiellement positif. Or 

le maximum de ce dernier terme a lieu par le maximum de — . — « 

lequel a heu par cos s = ^ — y ^ ■ ^ '' — -; 
soit ë db 0,5, z = 83*», 

» =: 0,1 y z as 80% 

«• = o,o5y..z ^ 71*. 

Tous ces nombres étant plus grands que 67*^ on peut dire que l'effet 
de l'aplatissement de la chape est de rapprocher, toutes autres cir- 
constances étant les mêmes, lé joint de rupture des naissances, et cela 
d'autant plus que le terme qui renferme (i •**- tang 1) sera plus grand et 
exercera ainsi plus d'influence sur le maximum de F. Donc c'est lora* 
que i ss o que letf joints de rupture seront plus prés des naissances. Or, 
dans ce Câ!6, la table de M. Petit , calculée encore dans l'hypothèse d'une 
charge nulle, donne pour limite supérieure ass 67°, et limite inférieure 
2=56*. Ce qui, rapproché du petit tableau des valeurs de z qui rendent 
un maximum le terme dû à la charge , prouve que quand / = o et que 
la charge est quelconque, l'angle de rupture est compris entre 48* et 67*. 
Donc finalement, quelle que soit la charge, quel que soit l'angle i, pourvu 

qu'il ne dépasse pas 45* 1 et que ob soit eompris entre ;r ^ *r 9 l'angle de 

rupture est compris entre 67* et Sg*, dont la moyenne est 53'. 

On est donc conduit à substituer z rs 53* •+- x* dans l'équation (!) , 
le nombre x ne sera jamais plus grand que 14^9 et comme l'unité re- 
présente Parc de 57*,a93, on voit que i4* ont à peu près pour longueur |» 

Donc si l'on forme le développement de l'équation (1) , suivant les puis-^ 
sauces de Xy x représentant la longueur de l'arc x*) quand on négligera 



(48) 
le quarré de x on négligera la fraction -g qui représenle près de 4*J 
si Ton néglige le cube de jc, ce sera la fraction g? qui représente près de 

1* ; si c'est la 4"* puissance on négligera ^ ou environ 7 de degré. 

Donc pour avoir à peu près l'approximation de i*, on est conduit à 
conserver le quarré de x^ et à résoudre une équation du second degré. 

Désignons pary(*) le a"* membre de l'équation (1) par fl la valeur 
approchée de z qui est ici 53**. 

Le développement fourni par La substitution de 6 + ^ à la place des 



sera 



On sait que la méthode de Newton consiste à négliger toutes les puis* 
sauces de x supérieures à la première et à réduire cette équation à 

•Mais on vient devoir que Von ne pouvait pas généralement négliger le 
quarré de x. Il est donc nécessaire d'embrasser un plus grand nombre 

de termes de la série; supposons donc calculé le coefiicient ) on 

aura à résoudre l'équalion du :k^^ degré 

o=/(a)+/'Wx + .=Ç|L*V 

'Le a™* membre de cette équation représente une parabole osculatrice 
à la courbe dont la fonction y (2) représente le cours. Son intersection 
avec l'axe des abcisses, donnera une valeur de Tinconnue moins erronée 
que ne l'a fait la tangente dans la méthode de Newton. 

On aura une valeur moins inexacte encore , si à la parabole on subsr 
titue la courbe du 3°^^ degré représentée par le second n^embre de l'é- 
quatiou suivante 

I tSi. I .a**) 



(49) 
et pour résoudre cette équation, comme par l'opération précédente; 
on aura déjà une valeur de x très approchée , il suffira de lui appliquer 
à elle-même la méthode de Newton. Pour cela , on substituera la valeur 
de X tirée du contact parabolique^ d'abord dans le i*' membre del' é- 
quatîon^ puis dans sa dérivée y le quotient des deux résultats pris en 
aigne contraire, sera la correction à faire subir à x. 
Ce sera par conséquent : 



/'(•)+/•{»)*+ i/^W^ 



Connaissant cette nouvelle valeur de ;v, si l'on veut tenir compte d'un 
terme de plus , il faut la substituer dans l'expression 



1.2.3.4 



/"(O 



r («) +/• (8) *+-Çt-^ «• + TT^f" <®> *' 

Quand on suppose x assez petit pour être négligeable devant l'unité , 
son carré devant sa i^^ puissance et ainsi de suite, ces deux dernières 
expressions se réduisent à 



et en général à 



1.2.3 rw ^* ITTSIT^^- 



i.a.3....iy^(Ô) • 

Ces dernières valeurs sont celles qui ont été données par Fourier dans 
son ouvrage sur la théorie des équations. Mais quand x n'est pas très 
petit I elles cessent d'êtres exactes, et il faut conserver les premières 
dans tous leurs termes : chacune d'elles mesure à peu près l'erreur com- 
mise dans l'opération précédente. 

La méthode que nous indiquons est préférable ici à l'emploi de la 
série qu'on doit à £uler pour le retour des suites, puisque les termes 

de cette série sont oMonnés par rapport aux puissances de 77TÂt> ce qui 

appliqué au cas de f (6) =: o ferait croire qu'aucune approximation 
n'est possible. On en peut dire autant des expressions rapportées plus 

7 
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h&ut comme appartenant à Fonrier* Plus la valeur de x est grande, 
moins cea méthodes conviennent ^ et le problème des voûtes est dans 
oe cas. Nos formules elles-mêmes ne sont applicables qu'à partir du 
terme de la série dont le coefficient différentiel cesse d'être nul ; par 
exemple, à partir du terme en x^ si les coefficients/' (6), f^ {fl)yf"X^) 
étaient nuls à la fois, ce qui n'est aucunement probable. 

La question, comme la plupart des problèmes d'approiimation, se 
réduit donc à trouver les valeurs particulières des coefficients différentiels- 

pour y parvenir, je mets l'équation (I) sous la forme 

/(s)=-(A+^ + (B+^)cos*-^c«as+^oos3z 
, E/. , tind^ H • . » r , V 

soit &it pour un moment la fonction -A— ssY et 2 cot s ss T. 

'^ 8in z 

En sorte que les dérivées successives de ces fbncdkms soient V, V, V^, 
T', T" T''', il viendra par la différentiation 

/' (,) =— (b+ ?2)8in» + Ctin2x- y >în3i 

+ - (008 s + CCS 3*) — H 008 ar + V — (I + •) T , 
i/'(2)=--i^B4-^oo8S-f-Cco8az---|Doo63s— E(8ini + 3sin3z) 

+H.ioas + Ç-(i±f)T', 
1 y*(,)«^B + ^8inx-2^sinw+9D8Îii3f-?(2^+3co83s) 

+ |Hoo8az+Ç-i^-r. 

Pour que ces expressions soient complètes , il fiiut ccmnaitre les quan- 
tités r, V^ T"y T', T", T'"} voici comment on les calcule : 
D'abord la première différentiation donne : 



(6i ) 

-: «— 00S< 

V — • ■ • X sas «^ ' ' . '' I * I 

•m* nnx 

d'où l'on dëduit 

T = i— T'sin», Vr=coiz — T'sinz, 

et en diffërentiant 

T = — VcM» — Vnn*, V as — gin» — T cosx — T'sinx, 

T'as V'tfa»* — aV'oM» V=B — <»•* + r»m* 

— V'sin», — aT'co»* — T'sinx 
T's — V'coss + 3V'»in« V" =b sinx + T'cosx + ST'sinx 

— 3Vcoa»— V'»fm«, — 3T*coiz— t'^sin*. 

De ces équations, on déduit par ëliminatioii successive 

y. _ T+Vco»* 
sinx ' 

™ _ , V^+rcosx 

SIDJE 



V = V — T^+^^^cQ*^ 
^ sin « ' 

sîns ' 

SÎD Z ' 



8in X 



Ainsi les dérivées successives des fonctions -r^ et z cot z se déduisent 

sin z 

facilement les unes des autres# 

Donnons à z la valeur particulière 8s=53*, nous trouverons 

T=i,i58a6, r=o,37933, iv =0,19331, ^ = o,m4i3, 

1=0,69705, ^«0,69675, ir= — 0,474^, Ç = — o,ra55i. 

Cette méthode est bien préférable, dans te cas présent, à des substitu- 
tions équidistantes dont on déduirait lès dérivées par les formules con- 
nues, qui lient les différentielles et les différences. Cependant, si Ton 

7-- 



(50 
avait de nouvelles fonctions à ajouter à l'expression de F', on pourrait 
être obligé d'y avoir recours. 

G>mme nous ne donnons pas le terme général des développements 

-r-j et z cot Zy quand on y a &it 2 s= 9 + «• (et il ne serait pour nous 

d'aucune utilité pratique) p on peut craindre que ces développements ne 
soient pas suffisamment exacts, voici leurs valeurs : 

- — = iyi5826-f 0,37933x4*0,3933»* -f-a9ii4i3x'v 

z oot jp s= 0,69705 — 0969675x-«o,4749^*~^>i^5Si*^* 

Qr, en substituant x^sdbjy on verra que chacune des deux équations^ 

est vérifiée dans les quatre premières décimales , approximation de beau- 
coup supérieure à ce qui est nécessaire, ce qui prouve que ces dévelop- 
pements peuvent fournir des Kmites plus reculées que j? s=s d: 7 qui 

correspondent à âf = =b x4*- 

Au reste^ on peut former Tes coefficients différentiels successifi par la 

differentâation des séries qui représentent -A- et z cot ^j c'est même le 

moyen employé au paragraphe TV. On reconnaît alors par la loi de for- 
mation arithmétique de ces coefficients qu'ils vont en diminuant; mais 
la méthode qu'on vient de donner est beaucoup plus courte quand la 
longueur de l'arc n'est pas l'unité. 

Je n'applique point les mêmes observations aux développements de 
cos Zy cos 2Zy cos 3zy etc., parce qu'on connaît leur terme général qui est 
décroissant, et cela suffit pour la méthode, bien que nous ne voulions 
pas dire qu'ils donnent à nombre ^al de termes la même approximation 

que les développements de ^^ et z cot Z} au contraire, cela n'a pas 

lieu. Mais il n'en faut rien conclure, car, ainsi qu'on l'a fiiit voir, l'ap* 
proximation se mesure sur le développement définitif de X(^) • 
On a encore 

00s 9 ?= o,6oi8)> 
sin s= 0,79863,. 
cos 2O ?= — 0,17564» 



(53) 

sin a3':s 0,96126, 
00$ 30 = — 0,93358, 
sin 39 SB O9I6837, 

sme + — j- =s o»9i8o9, 

sînA 4- 3 tin 36 s 1,87374» 
CM 6 4* om39 sa — 0,33177, 

—s— -f- 3co8 30 s= a)6ooi4» 

I^s quantités numériques de Féquation étant connues ^ je passe aux 
quantités littérales ^ et d'abord je remplace n en fonction de c\ 

et quant à e' ^ il se déduira toujours facilement de e au moyen de la 

relation fiicile à légitimer c' = c -|- (i *{- a) tang i tang -. Nous conser- 

yerons donc dans les équations la quantité i^. 

On trouvera en se reportant aux coefficients de Péquation (I) 

B + ^=3+-+4—Ç-5->-2-« + ac'(i— ')(! + «),. 

G = a+ak— 4^ — fi»' — a-^+e' (!—••>, 

D = 5-a.^-5^, 

E a=a (H-<^*(i-a«)Ungi, 
H = (!+«)* (i — M) lang *. 

GomËinant tous ces polynômes en a et c' avec les valeurs numérique» 
des fonctions de S^qpi leamidtiplient, on déduit le système suivant qui' 
est définitif: 

(5) 6 = P-^Qx + Rj?^ + Saf^, 

(4) P = A— B Ung i + Dc^, 

(5) Q =' A'— B' tang * + DV, 
ee> R=3— A'4*B*taiigi— DV, 
(ï) S a» — A*+B*taDg« — ITo';. 



<^ 4 



/ 



''-^ 
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A = 0,02093— o,oi4i7«+if«ia8o«*—i,i9i4&i^—i,i4593«*, 

B = o,48o63(i+tf)'(i— a«)(«+o,o449a)i 
D = i,ao362(i+«)fl— •)(#*— o, 13178); 

A' = — 0,02421+0, 57525«+a,io954«*+i,4»6o4ii'+o,32926jt<, 
B' = o,27564(i+-ir (i-aui)(* + o,3982o), 
D'= i,59726(t+-)(i-«) (-+0,39820), 

A'= o,i36oo+i,27993ce+o,54662**— i,758ooa5— i,i53o9«*, 

B' ss: 0,96126 (l + «)'(l-* 341) («+ 0,51268), 

iy= o,6oi8i(i + «) (!—•)(-• +1,45802); 

A*= 0,30740 + o,6237&i— »i >55738Bt* — 2,64197**—! ,oi547«*, 
B*= o, 18376 (i+a)*(i—24i) (2,53744—*), 
V= 0,26621 (i+«)(i—«() (1,40727 — •)• 

Il est mutile de faire remarquer que les nouveaux coefficients A^ B, D 
ne sont pas les mêmes que ceux de l'ëquation (1), et que la lettx€ R 
n^est point à confondre avec le rayon de la voûté , lorsqu'il cesse d'être 
égal à l'unité. 

La plupart de ces coefficients sont facilement calculables par logaritli- 
mes, mais il est plus simple de se servir des tableaux ci- joints, oit sont 
inscrits les différences successives qui ont servi elles-mêmes à leur for- 
mation. Je sais que, puisque nous publions une table des angles de rup? 
ture y ces tableaux et même ces formules deviennent inutiles; cependant , 
si le lecteur veut faire le calcul pour une valeur de a, non comprise dans 
les tables , il le pourra facilement , avec toute l'exactitude que comporte la 
méthode, en faisajat usage de ces tableaux M de U formule connue : 

A, «A + j-#A ^,Z^i£=$i*^+ r-g- 0Çrr2)/>A 

I»2 Ia2*3 



+ ^'^?.'g"^-" ^'^+«°- 



jr étant le rapport de l'accroissement de etk celui, des tables, A, étant 
une manière d'indiquer la valenr de la fonction qui correspond à cef 
accroissement. 
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Il est clair que la lettre A représente ici une fonction quelconque , 
qu'ainsi cette formule s'applique au calcul de B,, D,, etc. ^ les coefficients 

y^ ^'^~ 1 etc., restant tes mémes^ ce qnr rend fort courtes ces opéra- 
tions, surtout si l'on fait usage de la méthode abrégée de multiplication, 
qu'on trouve dans V Arithmétique de Bezout. Je n'ai pas tenu compte 
des quatrièmes différences , parce qu'elles sont ou nulles ou sans in- 
fluence sur les cinq premières décimales, et l'on ne doit pas chercher à 
s'en procurer un plus grand nombre ; la cinquième décimale elle-même 
étant à négliger dans les valeurs finales des coefficients A, B, G. 
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o,o5 

0,10 

o,i5 

0,20 
0^25 

o,3o 
o,35 
o,4o 
0.45 
o,5o 



0,02260 
0,02834 
0,03690 
0,04724 
0,06760 
o,o6638 
0,07176 
0,00172 
o, 00408 
0,04649 



/▲ 



0,00800 

o,oios5 

o,oio35 

0,00878 

o,oo538 

-0,00004 

-0,00764 

-0,01750 

-0,02000 



^•A 



o, 00202 
0,0010b 



•0,00157 
-OjOo3ii 
•o,oo5|2 
•o,x>076o 
0,00996 
0,01249 
,oi5i9 



^^A 



-!-0,OOl32 

— o,ooi5o 
—0,0016^ 
—0,00184 
—0,00201 
—0,00218 

0,00236 
— o f 00253 
—0,00270 

0,00207 



« 


D 


fD 


/•D 


J«D 


o,o5 


— o,oq8i3 
— 0,03781 


o,o6o32 


— 0,00101 


^,00090 


0,10 


0,05930 


—0,004 02 

-rO, 00282 
—0,00372 
^-0, 00402 


—0,00090 


o,i5 
0,20 


o,o2i4q 
0,07888 
0,13345 


0,06739 
0,05457 
o,o5o85 


—0,00090 
—0,00090 


0,25 


—0,00090 


o,3o 


o,i843o 


0,0^623 
0,04070 


— o,oo553 


—«,00090 


0,35 


o,23o53 


— 0,00643 


—0,00090 


0,40 
0,45 


0,27123 
, 3o55o 


0,03427 
0,02694 


— 0,00033 
—0,00823 


—-0,00090 
—0,00090 


o,5o 


0,33244 


O4O1871 


-i^^, 00913 


—0,00090 



o,o5 
0,10 
o,i5 
0,20 
0,26 
o,3o 
0,35 
o,4o 
0,45 
o,5o 



B' 




0,13959 
o,i3oio 
0,11276 
0,08625 



o.o. 



^4916 



0,00000 



/B' 



o,oio3^ 

0,00690 

0,00268 

0^00288 

0,00960 

0,01734 

,02661 

,03700 

,04916 

,06279 



/•B' 



0,00339 

0,00433 

•o,oo5i5 

,00601 

, 00786 

,0091 

o 

,oi2on 
— 0,01364 
>, 01629 



^-0,00917 
—^,01068 



^B' 



,00099 

0,00100 

0,00110 
0,00124 

-0,OOl32 
0,00lil 

0,00149 

,00167 
0,00166 
0,00174 



B 



0,00742 

0,08673 

0,10171 
0,11074 
0,11200 
o,io3o8 
o,o8383 
o,o5ooi 
0,00000 



./B 



0,02216 
0,01930 
0,01498 
0,00903 
o,ooi33 
-0,00829 

-o,.o33oi 
-o, 06001 
-0,07132 



;^B 



,00286 
,00433 

4>, 00694 
0,00701 
0,00901 
0,01160 

-o,iOi38o 
0,01620 
0,01868 

0,02l3l 



^'B 



o,ooil7 
0,00102 
0,00176 
0,00191 
0,00206 
,00210 
,00234 
0,00248 

O,002O3 

0,00277 



A' 



0,01012 
0,06607 
0,11460 
0,18719 

0,37497 
0,37923 

o,6oi3i 

0,64268 

0,80448 

0,98849 



M' 



o, 04686 
o,o5863 
0,07260 
0,08778 
0,10426 
0,12208 
0,14127 
0,16190 
0,18401 
0,20766 



l'hl 



0,01278 
0,01396 

0,01048 
0,01781 
0,01920 
o, 02063 
0,02211 
0,02364 
0,02622 



S'h! 



0,00118 
0,00123 
0,00120 

0,OOl33 

o,ooi38 
o,ooii3 
0,00148 
o,ooi53 
o, 00168 
o,ooi63 



1/ 



0,71410 

0,08780 

0,06092 

0,91726 

o,97o6i 

1,01484 

1 ,0486 

i,oooa 

1,06045 

«»o7699 



ta 



), 00369 
>, 06812 



o 

o 

o,o6i35 

0,06337 

0,044^0 

o,o3384 

0,02227 

0,00951 

-0,00440 
-0,01961 



^D' 



—K), 00668 
— 0,00677 
—0,00797 
—0,00917 
—0,01037 
—0,01167 

—io, 0127b* 

—0,01396 

— o,oi5i6 
— o,oi636 



inf 



0,00120 
0,00120 

,ooiao 
— 0,00120 
—0,00120 
—0,00120 
—0,00120 

— 0,00120 

— 0,00120 

— 0|OOI20 
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ùL 


A' 


/A' 


l^Af 


^A" 


B^ 


^B' 


J^'B' 


^B* 


o,o5 


0|20IIi[ 


0,06645 


— 0,00026 


—0,00175 


0,53669 


o,o334i 
0,01961 


— o,oi38o 


—0, 00363 


o,io 


0,26759 
0,33377 

o> 39794 

0,45817 


0,06619 


— 0,00202 


— 0,00192 


0,57010 
0,58971 


— 0,01742 


—^,00391 


o,i5 


0,06417 
0,06023 


7-0,00394 


—0,00210 


0,00210 
— 0,01914 


— o,o2i33 


— 0,00i20 


0,20 


—0,00604 


—0,00227 


0,59190 


—0,02553 


—0,00449 
—0,00478 


o,a5 


0,05420 


— o,oo83ï 


0,002^4 


0,57276 


—0,04467 


— o,o3oo2 


o,3o 


o,5i237 
0,55826 


0,04589 


—0,01075 
— o,oi336 


— 0,002DI 


0,52809 


—0,07469 


—0,03480 


— o,oo5o6 


0,35 


o,o35i4 


— 0,00279 


0,45340 


—0,10949 


—0,03986 


— o,oo535 


0,40 


0,59340 


o,o2in8 
o,oo562 


— o,oi6i5 


—0,00291 

— o,oo3i4 


0,19456 




—0,04521 


— o,oo564 


0,45 


o,6i5i8 


— 0,01012 


— , o5o85 


— 0,00593 


o,5o 


0,62080 


'-o,oi35o — 0,02226 


— o,oo33i 


0,00000 


— 0,24541 


— 0,05678 


—0,00621 



o,o5 
0,10 
o,i5 
0,20 
0,25 
o,3o 
0,35 
o,io 
0,45 
o,5o 



D' 



0,90521 
0,92826 
0,94595 
0,95790 
0,96306 
0,96277 

o>95479 
0,939^7 

0,88377 




^•D' 



-0,02353 

-o,o3i 

-o,o4oi 



'0,oo529 
0,00574 
0,00619 
0,00664 
0,00709 
0,00755 
0,00800 
,00845 
0,00800 
0/009S5 



J^D* 



-0,00045 
-0,00045 




M 


B" 


^V 


^B" 


^^BT 


o,o5 


0,45355 


—0,01998 
— 0,02743 
— o,o35o3 


— , 00745 


— o,oooi5 


0,]O 


o,j3357 


— 0,00760 


—0,00009 
— 0,00004 


o,i5 


0,40614 


— 0,00769 


0,20 


0,37111 


—0,04272 
— , o5o45 


— 0,0077^ 


0,00002 


0,25 


0,32839 
0,^7794 


— 0,00771 
—0,00704 


0,0000*^ 


o,3o 


— o,o58i7 


o,oooiâ 


0,35 


0,21977 


— o,o658i 


— 0,00751 


0,00018 


0,40 
0,45 
o,5o 


, I 5307 
0, 08065 
0,00000 


— 0,07332 

-o,o8o65 
—0,08774 


— 0,00733 
-0,00709 
—0,00080 


0,00024 
0,00029 
o,ooo35 



A- 



0,33436 

o,35i46 

0,35649 

0,3471 

0,32075 

0,27460 

0,20642 

0,11264 — I 
-0,00067 
■^,16378 




^A- 



-0,01207 
-0,01443 
-o, 01604 
^0,01901 
-0,02243 
-0,02540 
-o , 02853 
-o,o3i8o 
-o,o3523 
-o,o388i 



^^A- 



o,oo236 

0,0025l 

•0,00267 
0,00282 
,00297 
,oo3i2 
o, 00328 
0,00343 
o,oo358 
0,00373 



D- 



o, 36041 
o , 34453 

0,32717 

O , 3o85d 
0,28882 
0,26824 
0,24698 
0,22524 

0,20323 

o,i8ii4 



^D* 



-o,oi58q 

>-o, 01730 

-0,01063 

— 0,01971 

— o,o2o58 

,02I2j6 

0,02174 
0,02201 



/•D» 



— o, 



02209 

-0,02197 



0,00147 
,00127 
-0,00107 
•o,ooo8é 
0,00067 
o, 00040 
0,00^28 
0,00008 
,00012 
o,ooo32 



^^D* 



0^00020 
o,oooao 
0,00020 
0,00020 
0,00020 
0,00020 
0,00020 
0,00020 
0,00020 
0,00020 



(58) 

Règle pour tron- La règle à siiivre sera donc : 
ropioîc. "^ Preiidi^e le rapport et de V épaisseur au rayon de T intrados; de 

même le rapport c de la charge au nrfron; calculer & par la formule 

c' = c 4" C ■ H** *) ^^S ^ ^^'^ -, ou bien prendre sur Fépure la hauteur 

dujaîte au-dessus du bandeau, et la diviser par le rayon pour ob^ 
tenir c'. 

Calculer par le moyen des tableaux ci joints , les valeurs de A, B, D, 

A', B', D', et les substituer dans les formules (4) (5). Si le rapport^ est 

assez grand numériquement, par exempte égal â i o , vous pourrez vous 
en tenir là, donner ce rapport pour diviseur à 57^39 et le {juotient 
ajouté avec son signe à 53® vous fera cormaître t angle de rupture à 
moins de i* près environ : l'approximation sera d'autant plus grande 

çue^semplasgmnd. 

Si^ est OU' dessous de 10^ on calculera A*, B^, D", et par suite Kfor^ 

mule (6), et on résoudra ^équation du second d^réP^^Qx +R x^=o. 

Il 
Pour cela le mieux sera généralement de calculer q^ de retrancher ce 

rapport de ~, et de donner la différence pour diviseur à 57, ^g, le qua^ 
tient ajouté UQec son signe à SZ^ fixera H angle de rupture. 

On conçoit qtte cette règle pratique puisse se formuler sur un ta- 
bleau ,qui étant ensuite reproduit par la lithographie, prépare tout le 
travail à un calculateur qui n'a plus besoin que d^en suivre les indica- 
tion». La seule condUion qui reste à remplir^ c'est que le calculateur 
soit assez intelligent pour ne pas commettre d'erreur de signes , ce à 
quoi il arrive bien vile. 

Les coefficients A''', B^'', D"^ servent à trouver une plus grande ap- 
proximation quand on la désire. On a donné plus haut la valeur gêné* 

raie de la correction , elle est q^^^tlc— 3Sir» ^ ^7%^9> ^* quantité S 
étant calculée par la formule (7) ; mais cette eipression suppose que or 
a été tiré par la solution eiacte de l'équation du 3"^ degré. 

H 7 a quelques ees où il est ta^peasable de calculer A'^^ B'''^ W" et 
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par suite S, mais ils »ont ou en dehors de la pratique ou lout^à-fait è la 
limite. J'eu donnerai des exemples. Soit : 

1=0, c = Oy « = 0,1 ; i«r Exemple. 

on trouve 

P Œ o,a^3, 
Q s o,o559, 
a ;» — Oy^^T^. 

Ici les valeurs de ^ et ^ —> -g donneraient pour l'angle de rup- 
ture 6o*; elles peuvent être considérées de suite comme incapables de 
se prêter à cette manière de résoudre l'éi^uation du second degré, parce 

que 9- e»t un nombre très petit. |ja solution exacte de l'équation donne 
les deux racines 

xc= 0,287 et x = — 0,445; 

la seconde est évidemment à rejieter , la pr^oâ^r^ doQ^e 

Pour savoir la correction à faire subir à ce premier résultat , on calcule 

S= — o,35i4; 

ici la correction est — 1^,1 et l'angle de rupture 65*,5. 

Cet exemple &it voir que riipproji^imal,ion piir^bp^qu^ e«t enpçre 
de i"* environ, pourvu qu'où la /Qalcule e:|Lact/emçnt elle-m^me e^ n^p 
par un moyen approcbé* IVtais alprs il est (oiit ^ussi simple, ^ ppir çqu-» 
séquent préférable çlc calculer «9, et de s'attaquçr ^ l'équation du 3"^* de- 
gré , parce que la méthode de Newton s'appuque avec une facilité toute 
particulière à oftte ^quâtioii» 

En effet, l'approximation parabolique est insufll^nte oiji douteuse, 
alors que x devenant très grand numériquement se rapproche de la li- 

nûte db jy donc x=:^ 7 .est déjà une valeur approchée de la racine de 

Téquation ; doue il n'y a qu'à substituer cette valeur dans le premier 
membre et sa dérivée, à diviser les deu^ résultats l'un par l'autre, changer 

8.. 
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le signe du quotient et l'ajouter À ± 7 pour avoir la vraie valeur de x. 

Or 9 aritbmétiquement, la substitution de or =sdb 7 est fort simple, puis- 
qu'elle se réduit â des divisions successives par 4 9 et de plus la substi- 
tution dans le polynôme dérivé, se déduit très vite de celle qu'on a faite 
dans le premier membre lui-même, sans qu'il faille recommencer ces 
divisions. Enfin généralement il n'y a pas d'indécision sur le signe de or, 

et si elle existait, celui de ^ la détruirait , à moins que l'on ne fût par trop 

en dehors des cas usuels. Quoi qu'il en soit, la solution même de l'équa- 
tion fait disparaître cette indécision. 

Cest ce que ce même exemple va rendre clair : 

Ayant calculé P, Q, R, et reconnaissant que ^ a une trop &ible va- 
leur pour que l'on applique la règle donnée plus haut , on calcule S et 
l'on pose l'équation à résoudre : 

o,oa83^ 0,0569a:— 0,3676**— o,35i4^=o; 
on fait ;r = d: 7 dans le premier membre , on trouve 

o,oa83 zp o,oi4o — 0,0167 HhO,oo55 » 

ce qui revient à 

0,01161^0,0195. 

Or , il est clair que le signe -— convient ici , par conséquent le signe -f- 
convient à x. Le premier membre a donc pour valeur — * 0,0079; substi- 
tuant dans sa dérivée, on trouve --* o,a5549 ^ quotient de ces deux 

résultats est o,o3o , qui changé de signe et ajouté à 7 donne a:=o,2ao, 

ce qui correspond & iâ%6; donc Zs= 65%6. L'approiimation est de. 

l'ordre de la quatrième puissance de â:, ce qui correspond à — de 

degré. 
a* Eiempie. Yoici uu autrc exemple pris tout-à-faît en dehors des limites de la 
pratique: 

«1=0,01. 1 = 0, c = o 
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on trouve 

Psoyoaog, Q=— o,oi83, Rs=— 0,1488. 

On voit que non-seulement le quotient ^ a une valeur numérique 

fort petite; mais encore il a un signe différent de celiû de x. La mé- 
thode de Newton est donc id inapplicable, ainsi que la solution appro- 
chée de l'équation du a""* degré; mais sa solution exacte donne les deux 
racines a? =s _ o,3i83 et xz=s o,44<>9 ' ^'^^ ^^^ demi valeur» de Z^ 34''iS 
et 78%3. 

Ici il y aurait hésitation, mais le terme en j^ qui est — - o,3i35x^ 
montre bien que la valeur négative de œ ne saurait convenir. Donc l'ap- 
proximation parabolique donne Z s= 78^,3. 

Mais il est plus court et plus exact de résoudre l'équation suî-« 
vante : 

OyOiog + o,oi83dP — o,i488x' — o,3i35x* = o; 

je &is JET s= db 7, il vient 

0,0209 d: 0,0045 —o,oog3 rp 0,0049 ; 

ou, ce qui est la même chose, 

o^oii6qroyOoo4« 

Je fais la même substitution dans la dérivée , il vient 

i>,oi83rpo,o744 — Oro588> 

ce qui m réduit à 

qp o ,0744 — o > oJ^oS. 

Il est évident par cette seconde valeur que lorsque le signe -^ afifectera 
0,0744» on aura l'approximation la plus grande ; donc or a le signe rf-, 

donc o: = 4 + 2i^liî _ ^ 35; d>où z =s 73%!. La vraie valeur est 7a. 
4^0,1149 » ' ' ' 

Je répète que cette opération est plus courte que la solution exacte 

de l'équation du oT* degré , et donne le même résultat, a fort peu près, 

que si ayant trouvé les deux racines de cette équation , on substituait 
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celle des deux qu'on juge convenable dans Téquation du 3* d^é, de la 
même manière que nous venons de substituer J. C'«st oe que l'on peut 

vérifier sur cet exemple. 

Il y a donc des cas où la règle donnée plus haut et que nous disons 
avoir formulée en tableaux , se modifie. Comme d'ailleurs rien n'indique 
prédsément le point où cette modification est necesMÎre, il en résulte 
uneindëciâon qui nuirait à la méthode , si ces exceptiMs étaient nom- 
breuses : mais par expérience nous savons qu'elles oe le sont pas. Ces 

sortes de cas qui s'annoncent par une faible valeur de ^, inférieure par 

exemple , à 4 o« 5, sont particuliers aux limites des tables. Ils prouvent 
eux-mêmes que le problème de la poussée des voûtes xi'est pas de 
nature à être résolu par la méthode de lïewton^ à moins que l'on ne 
consente à en répéter plusieurs fois l'application , ce qui serait tom2>er 
dans rinconvénient des tâtonnements et conduirait à une tout autre 
marche que celle qu'on a suivie ; mais qu'en se maintenant dans les limi- 
tes ordinaires de la pratique, l'approximation paraboli^ie^ calcjolée 
toujours ou presque toujours elle-même d'une manière approchée, est 
suffisante; et toute recbeiiscbe ultérieure »'a plus pour but qu'une exac- 
titude tout-à-fait inutile, même à la construction des tables. 

L'angle exact à l* près donne toujours quatre décimale exactes dans 
la valeur de la poussée. L'équidistance des valeurs de a nous ayant obUgé 
Il sortir, pour nos tables, des limites de la pratique, nous avons traité 
nous-mêmes les diflPërents cas qui ne se réaolvfuM; qne ppr «me équalioa 
du S*"* degré, et nous pouvons assurer que rien n'est plus facile par le 

procédé de la substitution a? =db|. Il ne nous est pas arrivé une fois 

d'être indécis sur le signe de a:. 

Quand il s'agit de cas isolés, la solution direct^ qui résulte de 
tout ce qui précède , n'a pas un grand avantage sur Ja miéthpde des 
substitutions, puisqu'il reste encore à calculer h poussée; mais ^'il s'agit 
de former des tables, l'avantage est considérable , parw que pour toutes 
les valeurs de c qui seront les mêmes, les coefficients A,B,D, A'JB',iy, etc., 
resteront constants , en sorte qne les coefiicieiits P, Q, R s'obtien- 
dront très fâcilraieat, le calcul des quantités fonctions de is étant une 
fois fait. 



(63) 

Ainsi , soit ot = o,i , i^^S* et c quelconque; vous trouverez d'a- 
bord c^ = c + 0,4^56 ; 
puis 

P = -^ 0|0563 — O10378C, 

Q ss o,a8i8 + 0,7877c, 

R s= — . OyiioS — o,gA8sc, 

S = — 0,0750 — 0^344^- 

Toutes les voûtes qui ne différeront que par la charge c ^ se résou-- 
dront par le moyen de ces valeurs, la quatrième pouvant être négligée. 

On conçoit paiement combien ces formules rendraient faciles la so*- 
lution de la question suivante : Quelle est la charge de terre qui, limitée 
supérieurement à un plan parallèle à la chape (Tune voûte ^ ne change 
en rien la stabilité de celle-ci? Mais les tables mettront à même de ré- 
soudre cette question plus fedlement encore. 

Je n'insiste pas sur la construction des tableaux lithographies qui ont 
été remis aux mains du calculateur^ ib doivent varier de iforme suivant 
la préférence qu'il peut donner aux opérations ordinaires sur celles par 
logarithmes. Ces dernières dans le calcul des angles de rupture pré- 
sentent peu d'avantages. 

D'après ce qui vient d'être dit, le travail se compose de la confeetîou 
de deux tables, une pour les angles de rupture, dans laquelle il n'est 
pas nécessaire de Ëiire varier c par des accroissements très petits, une 
autre pour les poussées : les voici toutes deux* 
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Table des inclinaisons sur la verticale des joints de rupture des voûtes extradossées 

en chape f cas de la rotation. 



L'inclinaison i de la chape sur l'horizontale étant o 



» ES 7»3o' 



« 


c=o 


C=0.1 


CS=0,2 


c = o,3 


c=o,4 


c^o,5 


c=:i,o 


o,o5 


68«,o 


59^19 
60,48 


54-,o4 


5i»,i5 


49*,35 


m 


m 


0,10 


65,4 


57,70 


56,01 


54,93 
58, 


o,i5 


64 


61,3 


§:38 


^8.69 


ut 


56,21 


0,20 


63,1 


61,7 


60, 3o 


59,90 


58, 80 


o,a5 


62, a4 


61,76 


61,44 
61,54 


6i,aa 


61, o5 


61,67 


60,59 


o,3o 


61,3 


61,42 


61,60 


6, ,66 


61,81 


0,35 


60,17 


60,80 


61,31 


61,54 


61,78 


6a,56 


o,4o 


58,8 


5§;53 


60, 5a 


61, o5 


61,48 


6a'§5 


0,45 


57,32 
55,63 


59,45 


60,19 
58,9§ 


6o,Ôo 


6.,a8 


o,5o 


56,97 


58,09 


59.7» 


60,34 


62,40 



csso 


C=0,I 


c — 0,2 


c=o,3 


c=o,4 


C:=0,5 


csst,o 


68».3 


5n«,3 
58,68 


5i»,69 
55,qS 


48«,6. 


i3:ii 


46»,ii 


44«,85 


64,3 


54,52 


53, o3 


5i,68 


62,43 


59 «67 


58,33 


57,55 


57,00 


56,6i 


55,66 


6. ,48 


60,42 
60,55 


59,7=» 


59,35 


59>«7 
60,33 


58,87 


58.29 


60,75 


60,44 


6o,38 


60,21 


60,17 


60,09 


60,49 


60,77 


60,95 


61,08 


61,18 


61,48 


5q,27 
58,25 


60,12 


60,6a 


61,02 


61,33 


61,59 


62,31 


59,33 
58,35 


60,11 


60,72 


61,18 


61,16 


62,7 


57,11 
55,8a. 


59,29 


60, o5 


60,67 


62,78 


57,13 


58,21 


59,08 


59,81 


60,4. 


62,45 



i = i5» 



i =s a3|o3o' 



o,o5 
0,10 
o,i5 
0,20 

0,25 

o,3o 
0,35 
o,4o 
0,45 
o,5o 



64%8 

59,3 

59,08 

59,06 

59,05 



58,53 
56,38 



C=:0,I 



5o*»,5 

55,07 

57,32 

58,6o 

59,28 

59>57 

59>4' 
59,08 

57,8. 



=^0,2 



I 



6«.95 
3,34 
56,65 
58,35 
59,4a 
59.98 
60,09 
59,8^ 
59,3 



c=o,3 



45^69 
52,47 
56, o5 
58,20 
59,53 
60,26 
60,5 

60, 4^ 

60,06 

59,36 



c=;o,4 



45',o3 

5i>99 
55,7s 
58, 10 
59,60 
6^,48 
60,93 



6o,q5 
60,62 
60,00 



c=o,5 



44-.67 

5i,6q 
55,55 
58,02 
59,65 
60,66 

61 ,'36 
61, i5 
60,64 



43',9 
50,93 
55, o5 
57,84 

61, i5 

62,0 

62,6 

62, 

63 



:i 



360,1 

5o,5 

54,25 

56,17 

57,2 

57,81 

58,07 

58, 02 

57>74 
57,3o[ 



c=o,i 



4lO,2 

5o,3 

54,31 

5o,6o 

5l% 
59,01 

50,02 

58,28 
58,3i 



C=0,2 



42> 

5o,io 
54,35 
56,82 
58,33 
59,23 

59>7o 

59,60 
59,16 



r=o,3 



4^S3 

5o,i7 

54,35 

58% 
59,60 
60,21 
60, 38 
60,26 
59^88 



c=o,4 



420,6 

5o,i4 

54.36 

57,04 

5é,7Q 

59,93 

60,61 

60,87 

60,82 

60,47 



e=ro/l 



7=1,0 



5o,i3 
54,36 

60,16 

60,9 

61,25 

61,27 

61,00 



4»',9 
5o,ii 

54,38 

57,28 

59,33 

60, 83 

61 ,85 

63,2 

62,7 

62,9 



o,o5 

10 

o,i5 

0,20 
0,25 

o,3o 
0,35 
o,4o 
0,45 
o,5o 



c=o 



3i«,3 

43,3 

5o,07 

53,66 

55,8o 

57, 13 

5l% 
8 

58 






c=o,i 

36S2 
46,06 

5r,46 



00,72 
58,01 
58, 80 
59,20 
59,33 
59,22 



,46 
,69 



» = 3o« 



c=o,3 c=o,4 
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» = 37*3o' 



39'.57 
47,90 
52,63 
55,67 

59,06 

59,94 
60,42 
60,61 
60,53 



4o*,28 
48, 3o 
52,94 
55,96 
58,01 

59» 40 
60,33 
60,87 
61.08 
61, o3 




c=o,i 



34^3 
43,59 

55,80 

57,58 
58,78 
59,58 
60,06 
60,29 



C=0,2 



36«,28 
45,09 

5o,43 
549O1 

56,45 

58, 16 
59,34 
60, i3 
60,62 
60,84 



61,0 



c=o,3 (s=o,4 



38»,48 
46,67 
5i,6i 
54,94 

sl\^ 

60,17 
60,97 
61,47 
61,72 



1,07 
1,26 



i = 45» 



M 


c=o 


es: 0,1 


C=0,2 


c-0,3 


c=so4 


c — 0,5 


c=i,o 


o,o5 
0,10 
o,i5 
0,20 
0,25 
o,3o 
0,35 
0,40 

0,45 
o,5o 


3i«,3 
40,6 

46,77 
5r,23 

g,4» 

58|35 
59,56 
60,40 
60,99 


330,68 

48,20 
52,27 

55,22 

57,38 

58,94 
60,09 

60,89 
61,4! 


43,7 

53, o5 
55,84 

59,40 
60,52 
61,29 
61,8 


36»,36 
44.64 

iîf, 

56,3i 
58, 3o 

61,67 
62,2 


370,22 
45,35 
5o,47 

06,70 
58,65 
60,11 
6.,, 9 

62,5 


38o,o 
45,92 

57,01 

61,46 
62,24 
62,8 


39',9 
47.45 
52, i5 
55,47 

II 

61, 3o 

63,2 
63,8 



c^o,5 



390,16 

47, ï4 
51,96 
55,24 

57,50 

59,26 
60,47 

6f ,3o 
61 ,83 
62,07 



c= I 



4o*,82 

48,35 
52,93 

56, 10 
58,4i 
60,16 
61,45 

ÎV^ 

o3,o 
63,3 



n'.îuSioîfci^orn-^'* r."""î- ^ "~°^* ^,^™*'« "» «•«'«>» «"c»*"; 1» P™™îère doit l'être toujours. Nou. 
ïï^!«!:. 1. r ? î* »é'o>P»?«t de 53», elle était elle-même plus imparfaite , ce qui a pu oblieer quelquefois & r^Jrîr 
SuuiSïïœ^ptSot^^^^^^^ ^e Pobser^tion de ce. angles, 



dMn.-t a««ir««„V-;.VK . : '"•""'•«="'' encore aes moyens de Termcation. JïnHn, de l'obsem 
Xtoil «-.!!. ' *"* une mo:|renne beaucoup plus approchée que 53*, et qu'on aurait dû.d 
SSïï":^lflî:Ltf.' ~,""1!-J'*T"V^'' P<>" ^«^ ''oûtesf extradosVrallèle. la limite .=;, 



,dans l'équation k résoudre, 
o5 eût été plus difficile à 



trwter, elle l'eût été seulement par les substitutions, 
donnéî Srw" ÏÏ^fs'^sl'î^lf.' ^«ï«»j^it»î« «>»* été choisis tantôt parmi ceux donnés par les équation., tantôt parmi ceux 
Un "doîUe tobE de i!. .!^JÎ °°û ifi'x •l'^ ^"•**'*'" Pi"» **»'" . «"''«"^ <>°'''» « rapprochaTent plu. on moin» de 53». 
ï&iimSë SlïSnfir^ "f " *îî *i* évidemment une chose inutile. La dibrence n'ayant jamais porté que sur la partie 
décimale, eUe n mfirme m Fa méthode , ni ce qu'on a dit de la priorité d'une des tables sur l'autre. ^ 



(66) 

On voit par la table des angles de rupture que sept angles par valeur 
de et pour une même inclinaison i^ doivent suffire; généralement même 
ils sont plus que suffisants , et ce serait assez de trois ou quatre, mais en 
calculer sept ajoute infiniment peu au travail et fournit évidemment des 
vérifications. 

En faisant usage de cette table des angles de rupture, réduite à de 
simples nombres entiers, et des fonctions qu'on a données dans le Mémo- 
rial n^ 12, fonctions qui ne sont calculées que pour des nombres entiers* 
de degrés (i), on obtient donc par une seule substitution la poussée F, 

et comme l'erreur est inférieure à i"" et souvent -, il en résulte qu'on a 

par ce moyen une valeur déjà très approchée de F. Elle est en effet exacte 
presque toujours dansles quatre premières décimales \ cette approximation 
est certainement assez grande. Mais nous ayons voulu aller plus loin , 
et surtout avoir des moyens de vérification* Nous avons donc fait trois 
substitutions pour chaque angle des tableaux , toutes trois distantes entre 
elles de i"*, et la substitution intermédiaire étant l'angle même du tableau , 
réduit à n'être qu'un nombre entier. Nous avons ensuite appliqué à ces 
trois substitutions la méthode exposée au même numéro du Mémorial ^ 
qui revient à faii'e passer une parabole par les trois points de la courbe 
des valeurs de F' qui correspondent aux trois angles substitués, et à cher- 
cher le point le plus haut de cette parabole. Il en est résulté un accord 
remarquable entre les angles de rupture fournis par cette méthode, et 
ceux calculés directement , surtout quand on ne s'éloignait que de 4 à 5 



(r) Noua avons màme emprimté & M. Petit une de» foiietîoa§ «ngalaires qu'il a 
calculées et dont il s'est servi pour faire ses tables. Cette fonction a pour valeur 

1 z 

2Ung- 



— . Dans le cas particulier des Toutes extradossées en chape | elle convient 

mieux que celle qui résulte du nvmératevr de cette fraetion algébrique, pris isolé- 
ment, et elle rend plus facile l'emploi des logarithmes. Nous faisons cette observation^ 
autant pour rendre justice au trayail de M. Petit que parce qu'elle est applicable ai» 
calcul des voûtes en anse de panier. 



(67) 
degrës de l'angle moyen 63* (i). On conçoit que nous avons déduit de ce 
double procédé, non-seulement des vérifications, mais des valeurs de F 
et quelquefois de Z beaucou p plus exactes. Lescalculs ont été exécutés avec 
six décimales, ce qui fait que nous pouvons répondre de cinq. Si quelques 
erreurs se sont glissées malgré ces précautions, elles ne peuvent porter que 
sur cette cinquième décimale et aux deux extrémités de chacun des ta- 
bleaux particuliers, c'est-à-dire vers a£=:o,o5 ou cc=o,5o; il n'y aurait 
d'autre moyen de s*en assurer que de faire refaire les mêmes calculs par 
une autre personne, ce qui ne serait guère qu'un travail de pure curiosité. 
L'emploi de la méthode des substitutions n'est point un retour fait 
sur nous-méme, les procédés directs qui ont fait l'objet de ce mémoire, 
et qui avaient pour but précisément d'éviter les substitutions , n'en con- 
servent pas moins leur supériorité. Ce n'est absolument ici qu'un moyen 
de vérification , très utile quand on ne &it pas faire deux fois les mêmes 
calculs par des personnes différentes; quand cette vérification est opérée, 
on aurait tort de ne pas en tirer parti, pour ajouter encore à l'exactitude 
du nombre F. On conçoit qu'il y ait lieu à distinguer des substitutions 
faites en tâtonnant et dont on ne sait jamais bien quel sera le nombre. 



(i) Cette méthode, dont la démonstration est toute élémentaire, est d'un usage 
très facile ; soit les trois angles et les trois résultats qui suivent : 

«— P JP'-i, 

z F-, 

*+/^ FVr 

Ces angles sont équidifférents , et les valeurs de F' sont telles que celle du milieu est la 
plus grande. Prenez les différences premières ^ en n'ayant aucun égard au signe *, soit 
A et d% ces deux différences; prenes de nouveau la différence â' — A , cette fois en 
ayant égard au signe , formez aussi la somme A' + A , divises le premier nombre par 

le second, le quotient étant multiplié par ^ est la correction de l'angle z\ le même 

quotient multiplié par le g du dividende, produit qui est toujours positif, est la 

correction à faire subir à F' pour avoir F, 

Tant que l'angle z est compris entre 45' et 60*», il faut faire/? « i, au-deli on le 
fait égal à 2 

9-- 



(6$) 

et des substitutions faites au nombre limité de trois et dans un voisinage 
très restreint. Il faut d'ailleurs remarquer que pour un même angle i et 
une même épaisseur et y les valeurs de F' qui correspondent à un même 
angle z, et à des valeurs de c différentes, ont entre elles des différences 
constantes , quand les accroissements de c sont égaux. Cette observation 
simplifie beaucoup le calcul des valeurs de F^ 

Quelque méthode que Ton suive, il faudra toujours qu'on puisse se 
vérifier; car ces calculs sont longs et prêtent assez à l'erreur. II y a donc 
un avantage incontestable à former d'avance, comme on l'a. fait, une 
table d'angles de rupture. 

Ces détails ont beaucoup d'importance, car c'est ici que l'on juge l'u- 
tilité des méthodes directes. Elle nous paraît telle que nous n'hésiterons 
pas à les employer encore pour le glissement, et à les conseiller pour les 
voûtes en anse de panier, en laissant le choix pour moyen de vériGca- 
don, soit de faire faire deux fois les mêmes calculs , soit de &ire des subs- 
titutions en nombre triple de celles qui sont absolument nécessaires; et 
je répète que, si l'on commençait de suite à substituer, non- seulement 
on pourrait être entraîné fort loin , mais encore on n'aurait pas de vé- 
rification comparable à celle de deux angles qui ne difierent souvent 

que de — de degré, et même que de i ou a centièmes (i). 

Il conviendrait maintenant d'insérer un terme moyen entre deux 
valeurs consécutives de F, prises dans la même colonne verticale. Le- 
gendre donne, pour faire cette opération, la formule suivante très simple 
où A..I, A, A, sont trois valeurs consécutives r 

A(t)— — 5 Je . 

Il y a à la suite d'autres termes qui seraient ici tout-à-fait inutiles. Le 
but de cette opération serait de permettre de supprimer dans les tables 



. (t) Un autre moyen de vérification peut être employé quand on a le temps de le 
pratiquer soi-même. Il consiste à tracer des courbes et à juger de Pexactîtude des 
ordonnées par la continuité de ces courbes. Les occupations du service nous ont 
interdit ce moyen, qui, du reste » ne peut pas donner la même exactitude que les 
trois substitutions. 



(69) 
toutes les différences du second ordre y ce qui réduirait l'approximation 
aux parties proportionnelles dont l'usage est plus fiicile. 

D'autres pourront faire ce travail ; pour nous, nous nous contentons 
de mettre le lecteur à même de calculer une valeur de F quelconque, à 
l'aide des différences des deux premiers ordres, quand il voudra quel- 
que exactitude ; mais dans la plupart des applications tant que ot n'est 
pas inférieur à o,i5 environ, les parties proportionnelles lui suffiront 
même avec nos tables. 

On sait que si l'on a 

que l'on possède dans une table les valeurs de F, qui correspondent à 
des accroissements égaux de a que j'appelle JVe et à des accroissements 
égaux de c que j'appelle cTc; si l'on veut savoir ce que devient F pour 
des accroissements xet jr plus petits que J^a et J^c, on a la formule : 

.2.3 






Dans cette formule, comme dans les tables, la dénomination A« signi- 
fie différence prise par rapport à a, c'est-à-dire dans la colonne verticale ; 
A, signifie différence prise horizon talement en &isant varier c seulement; 
A*« a le même sens par rapport à A« et A%, le même sens par rapport 
à A^ Enfin A*^ représente les différences des A, prises yerticalement , 
ou, ce qui fournit une vérification, les différences des A« prises horizon- 
talement. 

Celui qui construit les tableaux a encore pour moyen de vérification 

A,(AV) = Aa(AV), 



(70) 
Quoi qu'il ea soit, faisant abstractioo des différences du troisième ordre, 
que le lecteur pourra calculer, s'il veut une plus parfaite exactitude, et 

remarquant que cTct = o,o5 = et cTc = — ; 

Nous aurons pour corrections à la valeur de F, donnée par la table même 
comme la plus approchée, les termes suivants : 

^^^ Wtcr^X aoxA« + loyàc + loj: (20X — i) ^\ + aoar. iq^A%« + Sjr (iq^— i)A% . 

valear de F 

faWwt'^"*" Soit, par exemple, a = 0,32, c=:o,a4, i = i5% 
la valeur donnée par les tables est o,3236i 3 
pour la compléter, je remarque que a:=o,oa jr =; o,o4; 
donc 

2oarAa = o,4X 137 =55, 
loj^Atf =o,4x — 266 = — io6, 
ioa:(20jr — Oa% = o, 2(0, 4—1) X— 209 = 25, 

20XIO^A%a=0,4XO,4X 392 = 63, 

5r(»qr— i)a*c = o, 2(0,4— i)xa = o. 

d'où Ton déduit pour correction — 89 c'est-à-dire — 0,00089, 
donc F = 0,2227. 

Enfin si l'on veut tenir compte des variations de ij on fera deux fois 
l'opération que uous venons de pratiquer, et puis on prendra une partie 
proportionnelle entre les deux résultats. Ainsi, pour un angle égal 33*, 
je calculerai F dans les deux hypothèses de i = 3o* et i = 37^ 3o', et je 
multiplierai la différence parle rapport de l'accroissement 3 degrés à l'in- 
tervalle entier 7^3o', le résultat sera la correction. Mais si l'on veut encore 
plus d'exactitude, on fera une troisième hypothèse sur l'angle i, on aiu^a 
alors trois valeurs de F qui donneront une différence première que j ap- 
pelle ti^ et une différence seconde que j'appelle à\ ; si t est l'accroissement 

dont on veut tenir €om|>te, la correction sera — g Ht -^ g ( — g— i) û'». 

II est inutile de s'étendre davantage sur ce sujet qui rentre dans l'u- 
sage bien connu des tables à deux et à trois entrées. 

Quand la valeur de a est comprise entre o,45 et o,5o, nous ne trou- 
vons plus A*c( dans la table, on peut alors le calculer approximativement 
par une différence troisième. U faut remarquer que non-seulement cette 



(70 
épaisseur est rare, mais encore que le glissement doit en ce point rem- 
porter sur la rotation. 

Dans nos tables, les accroissements de et, et de i sont égaux il en est 
de même de ceux de c y m!ais jusqu'à c = o,5 seulement, pourquoi cela ? 
C'estque : i* quant àl'anglede rupture, il varie très peu dès que la charge 
devient forte , et d'ailleurs ce n'est pas pour la table des angles de rupture 
qu'il convient que les accroissements de c soient égaux , car nous l'avons 

déjà dit, toute approximation supérieure à i ou- degré est inutile dans la 

pratique; 2* quant à la poussée, où remarquera que précisément parce 
que l'angle de rupture reste presque invariable depuis c = o,5 , les se- 
condes différences A% sont sensiblement nulles , elles sont même tout- 
à-fait négligeables bien avant ce point; donc quand cz=s o,5, il faut se 
servir des mêmes tables et des mêmes formules, en ayant soin seule- 
ment de fiaire l'acccroissement J'c égsA o,5 aulieu de 0,1 , ou, si l'on 
veut, diviser par 5 le A« de la table. 

La suite relative au glissement paraîtra dès que les calculs seront 
achevés. 



ERRATA ET ADDITIONS. 



Page 1 ^ iîg- 1 1 endescendant , aulieu d' xm point d* interrogation, mettez une virgule 
lOj lig. 1 en remontant, après tendance, supprimez la virgule 
1 1 , lig. 1 1 en descendant I an lieu de charger, lisez chercher 
là. lig. i5 en descendant , ^yiik^ formulée, supprimez la virgule 

i4> à la suite de la note (i) ajoutez cette phrase : Toutefois ce dernier résultat, 
que nous donnons sur Vautorité de M. Poncelet, nous parait assez sur-- 
prenant ; peut-^tre aurait'il besoin détre confirmé par une nouvelle étude, 
i6, lig. ai en descendant ^ après F intrados supprimez la virgule 
19» lîg* 5 en remontant y après voussoirs supprimez la virgule 
21 y lig. 12 en remontant; ayant ces mots : peut^il, ajoutez même sous condi^ 

tion de rupture, 
^7» lig* '4 ^^ remontant , au lieu de t, Usez (i) 
^8> lîg- 7 ^^ remontant, au lieu de t, lisez (i) 
Id. lig. 4 ei^ remontant > au lieu de o 16976, lisez 0,7854 

3i , lig. i5 en descendant, au lieu de (i), /iVez (i) 
Id, lig. I en remontant, au lieu de <v"', liiez «-*" 

3a 9 lig. 5 en descendant , au lieu de -^, lisez — 

3q, lie. 2 en descendant, au lieu de — . lisez — 
^ 90* 90 

44 > lig. 12 , équation (i) , au lieu de , lisez -, — 

46, liff. 6 en remontant, au lien de z= — , lisez «= — 
^ ^ ^ 12' 12 

47 i 1%- 4 e^ remontant, au lieu de x , lisez af* 

5i y lig. 8 en descendant , au lieu de — V cos :b , lisez V cos z 

Id. lig. 10 en descendant , au lieu de par élimination successive, lisez succès-^ 
sivement 

Id, lig. 10 en remontant, au lieu de la valeur deY*^ qui est dans le texte 

sinz 
Id. lig. 4 en remontant , an lieu de T = o 169675 , lisez T = — o ,69675. 
54» lîg* II en remontant , au lieu de inscrits, lisez inscrites 
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DEUXIEME PARTIE. 



INTRODUCTION 

SUR LE FROTTEMENT DANS LES CORPS SOLIDES, LES TERRES ET LES SARLES ; RAPPROCHEMENT 
ENTRE LES TB^RIES DE LA POUSSEE DES VOUTES ET DBS TERRES. 

Emplrloam et ratlonalMH melhodam coi^u^o rero 
•t leslUBo in parpetanm firmare, auticipatiorbm 
■cillMt mentU cam InterprettUone natoraB. 

( Bacon , D* Âu^mtiais seientiarum.) 



Voici un travail dont la première partie a étë publiée en 
1837. Si celle-ci ne Ta pas suivie de près, ce n'est pas que le 
texte n'en eût été préparé dès 1837 , mais on nous a fait attendre 
les deux tableaux qui constituent le résultat utile et pratique 
de ce Mémoire; ce sont donc les calculs numériques qui nous 
ont forcé d'ajourner jusqu'à présent une publication qui au- 
rait dû venir immédiatement après la première* Toutefois 
dans notre esprit du moins , ce temps n a pas été tout à fait 
perdu pour le sujet même des voûtes, car nous avons été con- 



duît à faire quelques études sur la poussée des terres , et ces 
deux théories ont entre elles un lien intime, le frottement. 
Sans prétendre avoir avancé l'explication moléculaire de ce 
phénomène, nous nous sommes efforcé de tirer un meilleur 
parti de ce que tout le monde en sait. Nous laissons aux hom- 
mes exclusivement adonnés à la science de remonter à la 
cause du frottement. Ce n'est guère là la tâche d'un ingénieur. 
Les applications militaires n'ont pas à y gagner ; mais elles 
gagneront certainement à ce que l'empirisme en soit éloigné 
autant qu'il est aujourd'hui possible. 

L'empirisme pur, même dans les petites choses, ne satisfait 
point; il n'est pour notre esprit que la solution provisoire d'un 
problème que Ion remet à d'autres temps ou qu'on lègue à 
ses neveux. Chacun a pu l'éprouver, la science dans les cho- 
ses qui font notre occupation fréquente est un besoin irrésisti- 
ble qui , par sa seule présence en nous , exprime à la fois un 
devoir et la garantie que nous |X)uvons atteindre à le satis- 
faire tous les jours un peu davantage. Il ne faut pas se rendre 
l'esclave de ce besoin, mais y céder dans la simple mesure de 
quelques loisirs vaut mieux que de le railler. L'esprit ne se 
frotte pas à un art vulgaire en sa pratique (quelque noble et 
élevé qu'il soit dans son but) sans chercher tout de suite à éle- 
ver cette pratique jusqu'à lui ; c'est une maladie qui témoigne 
bien moins d'un goût inné pour la science pure (elle méprise 
de pareils sujets) que de quelque zèle pour son métier; chacun 
le sert, du reste*, suivant la position qui lui est faite et suivant 
le tour de son esprit. 

Il y a dans le corps du génie deux théories très-controver- 
sées : celle de la poussée des voûtes et celle de la poussée des 
terres: comme d'autres je m'y suis essayé; je n'ai point fait 
usage de connaissances mathématiques supérieures, mais 



(3) 
seulement d'une réflexion un peu prolongée, en ce qui con* 
cerne la poussée des terres. 

Les plus simples notions de philosophie expérimentale nous 
apprennent que, entre deux expériences, il faut toujours une 
certaine anticipation de l'esprit. Cette anticipation se fait quel- 
quefois avec la rapidité de l'éclair, mais quelquefois aussi elle 
peut exiger un livre. D ailleurs je ne doute pas que, même au 
sujet de la matière, il n'y ait des vérités assurées que Texpé- 
rience ne peut guère vérifier ou ne vérifier qu'en gros. L'évi- 
dence du raisonnement est un moyen de conviction que les 
physiciens n'ont pas plus le droit de récuser que les autres 
hommes, quand les principes dont on part sont appuyés sur 
l'expérience. 

Il ne faut pas d'ailleurs confondre le vrai avec le facile et 
même le populaire, ni ne voir jamais en toute chose que le 
côté immédiatement utile. 

La physique n'existerait pas, non plus que bien d'autres 
sciences , si l'utile avait été le seul but de ceux qui l'ont cul- 
tivée jusqu'ici. Les questions de solidité et de fluidité domi- 
nent évidemment tout usage raisonné de la matière. Il faut 
donc consentir à les regarder en face, à les nommer, à harce- 
ler à leur sujet les physiciens et les géomètres, et avec le 
temps , comme toutes les idées de ce monde , elles passeront 
de l'état philosophique à l'état pratique. 

On ne nous opposera plus , j'espère , ce préjugé banal d'une 
prétendue antipathie entre la théorie et la pratique. C'est 
une chose dont il n'est plus permis de douter, que plus nous 
avançons, plus ces deux manières de connaître approchent de 
s'accorder et de se confondre. Dans la théorie la plus informe 
ou la plus abstraite, il y a encore quelquefois plus de lumières et 
de moyens d'être utile quedans la pratique la plus ancienne, qui 

I.. 



(4) 
serait restée aveugle et sans induction, ou au moins toute per- 
sonnelle. Il y a eu aussi au moyen-âge un préjuge qui proscri- 
vait l'instruction en général; qui oserait aujourd'hui s'en 
faire le défenseur? Mais pourquoi invoquer de si grands 
principes à Toccasion de si petites choses et de si minces tra- 
vaux? 

J'ai cherché à établir que le principe général des sections 
de plus grande poussée, qui fait une partie de la gloire de Cou- 
lomb , doit être entendu et appliqué un peu autrement que 
cet ingénieur ne l'a fait, si l'on veut aller au delà des à-peu- 
près qu'il a donnés. Car ce principe repose encore trop sur 
Tassimilalion d'une portion d'un corps naturel à de la ma- 
tière entièrement dure et solide; or cette assimilation est une 
hypothèse toutes les fois qu'elle ne se borne pas à considérer 
le corps donné comme l'intermédiaire rigide et inaltérable 
par le moyen duquel des forces se font équilibre^ et qu'elle va 
jusqu'à donner à ces forces la valeur et la direction qu'elles 
ont, non dans le corps naturel, mais dans le corps hypothéti- 
que; non dans le corps divisible ou fluide, mais avec le corps 
absolument dur, inextensible, incompressible. L'axiome qui 
me paraît devoir être substitué au principe de Coulomb est 
celui-ci : Une rupture a lieu là oîi les résistances atteignent 
leur maximum j et ce qu'il faut considérer comme variable 
ce ne sont pas les poussées qu'exercerait telle ou telle por-* 
tion de la masse , si elle était parfaitement solide y mais ce 
sont les résistances qui maintiennent l'agrégation des parties 
élémentaires du corps donné. C'est du reste là un axiome et 
non une proposition à démontrer. De cet axiome découle la 
nécessité de faire du frottement une variable, comme l'élasti- 
cité , la tension , etc. Mais cette considération du frottement 
variable n'aurait rien changé aux résultats de la théorie des 
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voûtes , parce que la clé d'une voûte s'abaisse ou s'ëlève sans 
frottement sur le joint vertical : je n'ai donc pas cru devoir 
l'introduire dans cette théorie, et heurter inutilement par un 
langage nouveau une méthode reçue. Je laisse au lecteur le 
soin facile de le faire dans le cas du glissement ; ni les calculs 
ni les résultats ne seront changés. Pareillement, dans le cas de 
la rotation , l'exactitude voudrait qu'on ne reconnût qu'une 
poussée unique et des tensions variables; il suffit de Findi^^ 
quer. 

Mais le lieu ou il importe le plus de commencer Tétude du 
frottement , c'est l'intérieur d'une masse de sable , parce que 
c'est là qu'il peut le plus approximativement être isolé des 
autres forces : on peut dire que c'est son véritable théâtre. 
Aussi je ne crois pas inutile, dans cette introduction, de rap- 
peler et de résumer ce que j'en ai dit ailleurs {Essai sur ZV- 
qùilibre des demi-fluides à frottement). 

Dans l'établissement des conditions d'équilibre d'une masse 
de sable, il n'est pas loisible d'adopter ou de modifier la forme 
du principe de Coulomb; et sans cette modification, je ne 
conçois pas que cette théorie puisse faire aucun progrès. Un 
culte exclusif pour l'observation ne doit pas faire taxer ces 
nuances de subtilités ou d'hypothèses. Ce serait courir le ris- 
que de se tromper en ne donnant pour mesure aux choses que 
la puissance de son attention ou même son humeur ; car cette 
obscurité apparente, si effectivement ce nouveau langage est 
plus obscur que l'ancien , vient au contraire de ce qu'on se 
dégage de toute hypothèse. Si l'esprit humain a une pente si 
irrésistible vers l'hypothèse, c'est précisément parce qu'il a un 
amour invincible pour ce qui est clair et facile, et qu'il n'y a 
pas d'obscurité qu'on ne dissipe avec une hypothèse. Puis, 
quand l'esprit en est imbu à ce point qu'elle se môle inaper- 
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çue à tous ses jugements, si quelque auteur vieut à élever un 
doute sur elle , c'est lui qui est accuse de vouloir remplacer 
des conceptions irréprochables par d'autres hypothétiques et 
hasardées. Mais le temps et la réflexion doivent faire justice 
de ce reproche. Une chose était considérée comme certaine, 
fixe, invariable f un nouveau venu dit qu'il ne faut pas tran- 
cher de son invariabilité, mais au contraire la traiter comme 
une indéterminée sur laquelle doit porter Texpérience : de 
quel côté, je vous prie, est Thypothèse? 

Le besoin de nouvelles observations n'est pas non plus un 
motif de ne point examiner une théorie sur le frottement, car 
jusqu'à présent on a beaucoup d'expériences, et quoiqu'on ait 
lieu d'en désirer encore, c'est bien certainement la science qui 
est en retard ; elle seule peut mettre à même d'en faire de nou- 
velles mieux entendues et plus fructueuses. Mais l'observation 
sans induction n'est bonne qu'à engendrer la confusion et les 
ténèbres. L'esprit doit aller de l'une à l'autre. Il y a même 
des inductions certaines qui, s^exerçant sur un sujet abstrait, 
n'ont véritablement pas besoin de l'expérience pour les sanc- 
tionner j et je ne crois pas qu'il soit trop hardi de prétendre 
poser les conditions d'équilibre d'un fluide à frottement, d'un 
fluide abstrait dont les sables ne sont que l'image , en ne se 
fondant que sur la possibilité de cet équilibre. J'ai donc osé 
écrire sur la poussée des terres sans avoir de nouvelles expé- 
riences à exposer. 

Quand on quitte les corps célestes où les grandes causes ef- 
facent presque les petites, pour tomber dans des questions de 
tension, d'élasticité, de flexions, où l'isolement des forces n'est 
pas possible, l'observation n'est pas toujours plus concluante 
que l'induction. Il en est à plus forte raison de même du frot- 
tement dans les sables, lequel varie à la même heure et dans 
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la même masse par un simple changement dans le tassement 
ou larrangement des particules. Si cependant on a recours à 
l'expérience , il faut reconnaître que les constantes pourront 
varier dans des limites très-distantes, varier même de signe; 
mais ce ne sera pas une raison pour faire porter Tempirisme 
non sur ces constantes, mais sur la théorie entière. Les physi- 
ciens savent bien ia distance qu'il j a entre ces deux espèces 
d'empirismes. L'un est aveugle, l'antre très-rationnel. Le corps 
entier des sciences physiques les sépare. 

Comme en définitive la question porte presque en entier 
sur la méthode, je demande au lecteur la permission de 
m'étendre encore sur ce sujet et de lui rappeler des principes 
qu'il connaît sans doute déjà, mais dont j'ai à réclamer Tap- 
plication et le bénéfice. 

Ed laissant de côté l'empirisme routinier, l'esprit va plus 
ou moins loin dans le domaine de l'induction ; il y a deux 
manières de traiter un sujet de physique mathématique. On 
peut partir de principes secondaires établis par l'expérience, 
comme celui-ci : Le rapport du sinus de V angle d incidence 
au sinus de V angle de réfraction^ au passage dun rajon de 
lumihre dun milieu dans un autre, est indépendant de la di- 
rection du rayon, et faire de ces principes les vérités premières 
qu'on donne pour base à la science sans en rechercher les cau- 
ses; ou bien on part de la simple notion d'atomes s'attirant 
et se repoussant, et l'on cherche à expliquer ces principes se- 
condaires. L'avantage de cette seconde manière est de conduire 
quelquefois à de nouvelles expériences; mais elle répond plu- 
tôt dans notre esprit à ce besoin irrésistible de réduire le nom- 
bre des principes, qu'au besoin de certitude. M. Poisson, dans 
la nouvelle édition de sa Mécanique, a exprimé le désir que 
la mécanique fût désormais ramenée à la simple notion d'à- 
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tomes maintenus à distance par des forces, et il y est parvenu 
dans de savants Mémoires pour les fluides et les corps élasti- 
ques. 

Le vœu de M. Poisson est tout philosophique, et Von ne 
peut pas supposer qu'il ait cru que la mécanique avait man- 
qué de base certaine jusqu'à lui. La constitution moléculaire 
est une hypothèse : ce que Ton en sait est, à la vérité, infini- 
ment probable, la notion est démontrée exacte, mais non pas 
complète; en sorte que l'accord des calculs de M. Poisson 
avec les principes secondaires ne prouve pas la vérité de ceux- 
ci, mais la convenance des hypothèses dont il est parti. S'il 
était arrivé à des résultats qui contrariassent le principe de 
l'égale pression des fluides parfaits dans tous les sens, aurait- 
il modifié ce principe, ou aurait-il pensé qu'il ignorait quel- 
que chose de la constitution de ces fluides ? Donc ce sont les 
principes secondaires qui servent de base logique à la physi- 
que philosophique aussi bien qu'à la mécanique rationnelle; 
ils supportent également ces deux édifices qui seront distincts 
et séparés tant que Ton n'aura pas remplacé les données di- 
rectes de l'expérience par une évidence, et cette évidence ne 
serait rien moins que la connaissance par la divination ou 
l'intuition a priori du mystère de la création. Jusque-là nous 
n'aurons sur la constitution moléculaire que des connaissan- 
ces déduites de l'expérience sur des corps de grandeur finie, 
et par conséquent non plus certaines que l'expérience. Or 
si ce n'est pas le besoin de certitude qui fait remonter au 
delà des principes secondaires , il semblerait bien peu sage 
de se priver des conséquences utiles qu'on peut tirer de ces 
principes , sous prétexte qu'on ne les a pas encore rattachés 
à ce que l'on sait de la constitution des corps. En un mot, 
il est plus urgent de créer la simple statique des sables que 
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leur statique transcendante, dût-on ne faire qu'un ouvrage 
imparfait. Au reste y il est difficile qu'on puisse jamais ra- 
mener aux actions moléculaires ce qui se passe au sein d'une 
agrégation où ne règne aucune régularité ni dans les for- 
mes des grains, ni dans les interstices qui les séparent. On 
peut peut-être en poser le défi à la science des atomes ou des 
molécules; on ne fera jamais la part de l'irrégularité d'une 
telle agrégation qu'en la divisant en éléments assez étendus 
pour que, suivant toute probabilité, un élément ressemble à un 
autre élément ; par conséquent, il ne faut pas pousser la divi- 
sion d'une masse de sable au delà de la division en éléments 
petits, mais finis et comprenant un nombre considérable de 
ces grains , considérés eux-mêmes comme indivisibles , bien 
qu'ils soient composés d'atomes et que leurs actions attractives 
ou répulsives ne soient que les résultantes des actions de leurs 
atomes. 

La gravitation universelle n'est point fondée sur la consti- 
tution atomistique. La masse des corps célestes serait pleine, 
ou elle ne serait qu'une réunion de monades immatérielles et 
actives (ce qui est plus facile à concevoir que l'union de la ma- 
tière et d'une force ou l'action d'une force sur la matière. En 
fait, nos sens ne témoignent que de l'existence de forces, tout 
ce qu'on voit au delà n'est qu'hypothèse) (i). On pourrait 



(i) On doit à Timmortel Leibnitz cette idée vraiment sublime qui fait consister l'es- 
sence de la matière non dans l'étendue, non dans Timpénétrabilité , mais dans l'activité , 
la vie de chacune des monades qui constituent un corps. 

L'existence, c'est la faculté d'être cause; moi^-méme je n'existe que par cette faculté, 
mais je suis cause volontaire et la vie de mon âme ne se distingue pas de son activité con* 
tinue et libre. C'est là le dernier mot de la psychologie, et ce dernier mot est un trait d'évi- 
dence. Or, ou il ne nous est pas permis de porter aucun jugement sur la matière, ou le 
seul jugement qui soit à notre portée est c^lui d'une assimilation de la causalité inconnue 
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toujours les partager par la pensée en petits cubes d'où ëma- 
neraieaitd.es forces proportionnelles à leur volume et à la den- 
sité, en appelant densité soit la matérialité réelle, soit le 
rapport des nombres de monades compris dans une même 
étendue , rapport fini , quoique ces nombres fussent infinis. 
Voilà sans doute ce qui faisait dire à Newton : « Hypothèses 
nonjingo. » 

M. Poisson a prouvé que les conditions d'équilibre entre 
des forces qui se neutralisent par Tintermédiaire d'un corps 
solide étaient les mêmes, que ce corps fût plein ou qu'il fut 
composé de molécules sans contact , tenues à distance entre 
elles par des forces d'attraction et de répulsion. Cela prouve 
a priori ce que 1 on savait déjà a posteriori par un principe 
infiniment plus clair qu'aucune analyse, savoir : que quand 
un équilibre existe ^ on ne le détruit pas en opérant par la 
pensée y et sans altérer les forces , la solidification dune par- 
tie ou de toutes les parties du système. 

L'analyse prouvera peut-être un jour que l'équilibre peut 
subsister entre des grains de sable liés entre eux par l'attrac- 
tion et la répulsion ; nous, au lieu de le prouver, nous pre- 
nons cet équilibre comme un fait qui se pose de lui-même , 
qui se montre et ne se démontre pas- Cela peut influer sur le 
nombre, mais non sur la vérité des conséquences. 

Or, en partant de là, tout ce que je vais dire parait incon- 
testable. 



qui réside dans la madère avec la causalité que nous connaissons, celle qui est dans notre 
âme (sans doute avec une perfection de moins, la volonté). 

• Donc ridée de Leibnitz est la seule opinion que l'homme doive se faire de la matière , 
du momentoù il veut sortir des phénomènes visibles. L'inertie n'a aucun sens; il n'y a pas 
de repos absolu ; il n'y a que des équilibres. Quand on aura résolu ces grandes objections, 
on sera en droit de rejeter toute étude qui ne partira pas de la théorie des atomes. 
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La désunion dans une masse quelconque se fait soit par 
écartement y soit par glissement sur la direction de rupture. 
L'écartement ne peut pas avoir lieu sans une tension^ e( là où 
aucune tension n'est possible y parce qu'il n'y a aucune force 
pour lui résister, le glissement seul peut avoir lieu* 

Dans toute masse qui n'est pas un liquide parfait ou un ga2, 
la pression sur un petit plan placé dans son intérieur est une 
force oblique à ce plan ; elle se décompose en une force n<Mr- 
male et une autre dans le plan. Lia première peut, dans un 
solide, être négative ; elle devient alors une tension emplo;^ 
à vaincre la résistance à l'écartement qu'on appelle cohésion. 
Cette cohésion s'exerce dans tous les sens ; mais dans le sens 
tangentiel seul elle peut être unie au frottement : dans toute 
autre direction , dès qu'il y a tension , il ne saurait y avoir 
frottement. Dans les sables on l'on amène facilement les grains 
à pouvoir être séparés les uns des autres sans effort sensible, 
sans effort comparable aux autres forces, la cohésion est à peu 
près nulle, et aucune tension n'est possible. 

La composante normale à un élément est donc dans les sa-- 
blés toujours une pression, c'est la pression proprement dite; 
c'est elle qui a produit la pénétration des molécules dans les 
vides qui les séparent entre elles , et sans doute par là s'est 
trouvée augmentée l'attraction moléculaire. L'effet de cette 
pression est donc naturellement de s'opposer à la rupture par 
glissement et d'engendrer une résistance à la seconde compo- 
sante, la composante qui est dans le plan de l'élément. 

L'expérience prouve que lorsque deux corps solides sont 
pressés l'un par l'autre, il en résulte une résistance au 
glissement, et cet effet, à l'instant où il atteint son maxi- 
mum, est proportionnel à sa cause. Or, prenez une masse de 
sable dont les parties reposent les unes sur les autres sans lien 
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primitif: quelle différence peut-il y avoir entre la nature des 
actions qui s'exercent sur un plan tracé dans le milieu de cette 
massç et le plan de séparation ou de contact de deux corps 
solides distincts? Qu'une masse de terra compacte soit pla- 
cée sur une autre^ apparemment les lois connues sur le frot- 
tement entre corps solides , lui seront applicables. Or , 
qu ensuite^ le plan de contact restant le même, chacun des 
deux corps, de compacte devienne divisible, cela pourra chan- 
ger le sens et l'intensité du frottement pendant l'équilibre ^ 
mais, au premier moment de la rupture , le phénomène du 
glissement qui ne se passe qu au contact sera le même que 
lorsque les corps étaient solides. C'est donc par une analogie 
forcée qu'on étend au sable la loi fondamentale du frottement, 
savoir: qu'au moment de la rupture, le rapport du frottement 
à la pression est un nombre constant , le même en tous les 
points et sur toutes les directions, si la masse est homogène. 

Le plan tracé dans la masse peut être de très-peu d'étendue, 
pourvu qu'il rencontre un nombre considérable de particules 
ou de grains^ il représentera toujours, quant au frottement, 
le plan de contact de deux corps solides ; de là la division de 
la masse en éléments cubiques de frottement. Mais ce n'est là 
qu'une division théorique semblable à toutes les divisions en 
éléments différentiels, qui n'impliquent pas telle ou telle forme 
d'agrégation. 

Je sais qu'on a avancé que le rapport maximum du frotte- 
ment à la pression variait avec la pression même. Mais^ d'a- 
près ce que je viens de dire, cette hypothèse est de toutes celles 
qu'on pourrait imaginer celle qui est la plus contraire à l'ob- 
servation du frottement entre corps solides grands ou petits; 
c'est la négation d'une des lois physiques qui se présentent 
avec le cachet le mieux empreint de la généralité. Une ana- 
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lyse moléculaire savante ne présentera pas un plus grand de- 
gré de certitude que l'extension de cette loi des corps solides 
aux sables , et des corps de grandeur observable à des élé- 
ments cubiques trè^petits (quoique toujours de grandeur 
finie). 

M. Poisson, au n^ ê^ôi de la nouvelle édition de sa Mécani-* 
que^ n'a pas bésité à considérer le frottement sur un élément 
de surface comme suivant la même loi que le frottement sur 
une surface étendue, et celui-ci comme l'intégrale du premier. 
Quant à ceci : que le frottement est indépendant de l'étendue 
de la surface frottante, ce n'est que Texpression de cette autre 
vérité : les pressions dun corps solide h peu près inflexible sur 
sa base se répartissent également sur cette base quand elle est 
planCy parce qu'il n'y a pas de raison pour qu'il en soit autre- 
ment. On sait que mathématiquement si le corps est inflexible, 
cette répartition est indéterminée; quand on considère la 
flexion, elle ne l'est plus, et la pression est variable d'un point 
à l'autre de la surface de contact; et enfin, quand on néglige 
la flexibilité qui est très-faible dans beaucoup de corps, pour 
ne tenir compte que du degré de poli de la surface, la question 
devient une question de probabilité, et la pression est la même 
sur deux éléments de même étendue, du moment où ces élé- 
ments embrassent l'un et l'autre un nombre considérable 
d'aspérités. 

La conséquence que l'on déduit de ces principes secondai- 
res est cette vérité sentie d'avance : L'effet de la poussée est 
d'appliquer les sables et les terres contre leurs revêtements^ 
soit sans aucune tendance à la traction^ soit ai^ec cette ten^ 
dancevers le haut ^ soitai^ec cette tendance vers le baSj sui- 
vant le degré de leur mobilité, l'arrangement de leurs par- 
ticules et V absence plus ou moins complète de la cohésion. 
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La quaûtité de frottement qui naît de cette tendance , tant 
qu'elle n'égale pas la limite du frottement possibk sur le re- 
vêtement^ ne dépend que des terres ou sables, de leur nature 
et de leur tassement. Son rapport avec Ja poussée peut être 
appelé constante de fluidité; c'est à l'observation à la donner, 
comme elle donne la constante de frottement. 

Je sais qu'on trouve bizarre toute tendance des prismes à 
remonter le long du revêtement; mais on ne voit pas que 
c'est en cela que la théorie des voûtes de Coulomb est plus 
parfaite que celle des terres; car Coulomb admet que chaque 
voussoir tend à être soulevé par la popssée de la voûte, et il 
n'a pas pensé que la poussée des terres pouvait avoir la miême 
action sur les prismes. Ces deux théories ont encore plus d'a- 
nalogie qu'on ne l'a cru et doivent être rapprochées l'une de 
l'autre. 

Dans les terres qui ont conservé de la cohésion, la traction 
sur le revêtement paraît tendre à se faire de haut en bas , ce 
qui est l'hypothèse de Coulomb. Le plus grand, nombre des 
expériences de Mayniel l'indique ainsi. Mais les terres qu'il a 
expérimentées avaient beaucoup de cohésion. Ce qui le prouve, 
c'est qu'il a observé des talus de rupture qui difieraient beau^ 
coup du talus naturel, c'est-à-dire du talus que prenaient ces 
terres jetées à la pelle. Mayniel a cherché à expliquer ce fait 
par la supposition que le rapport du frottement maximum à 
la pression variait d'une manière brusque en passant du 
fyrisme de rupture au reste du massif; mais c'est sans néces- 
sité qu'il s'est plu à contredire par cette hypothèse la loi fon- 
damentale du frottement. La chose a assez d'importance , 
puisque la possibilité d'une théorie en dépend, pour que nous 
la traitions succinctement ici. 

Il est vrai que, par la pression, les terres peuvent acquérir 
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plus ou moins une cohésion qu'elles n'avaient pas et qu'elles 
conservent; mais cela ne prouve pas Télévation du coefficient 
de frottement : cela prouve que les grains, rapprochés par la 
pression, ne reviennent pas à leur position primitive instan- 
tanément. Or cette adhérence qui leur reste a dû, dans l'ori- 
gine, être proportionnelle à sa cause , qui était une pression, 
et avant l'éboulement elle était un frottement et non une co- 
hésion. L'effet de la non-élasticité des terres est que cette 
adhérence subsiste encore après que la pression a disparu ; 
mais cela change-t-il quelque chose aux lois qu elle a suivies 
dans le massif avant l'éboulement? Que si, reprenant ces ter- 
res devenues cohérentes par la pression, vous les portez dans un 
autre remblai , c'est alors que les lois de la répartition du frot- 
tement dans cette seconde masse seront changées, et cette adhé- 
rence contractée ne différera plus d'une cohésion naturelle; 
mais dans le premier massif elle en aura différé, en ce qu'elle 
y était proportionnelle à la pression. 

Il n'y a aucun doute que presque toujours la cohésion oe 
soit due à une pression antérieure. La preuve c'est qu'une fois 
séparés, les grains ne contractent plus la même adhérence par 
le seul contact et sans pression. 

Un talus de rupture différent du talus naturel , plusieurs 
éboùlements successifs seraient donc des non-sens dans un 
massif sans cohésion, dont les parties jouiraient de cette pro- 
priété, qu'après avoir contracté par la pression une adhérence 
proportionnelle, elles perdraient cette adhérence dès que la 
pression viendrait à cesser. C'est là urïe véritable élasticité dont 
approchent plus ou moins les sableâ bien fluides , ceux qui, 
"pressés dans la paume de la main, ne conservent pas, comme 
de la cire, la forme qu'on leur a donnée. 

Le reproche qu'a fait Mayniel aux expériences de Rondelet, 
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d'avoir porté sur des matières trop mobiles, prouve assez quel 
doit être le vice des siennes. Cependant ^ à mesure qu'il a 
expérimenté des matières plus meuJbles, comme les sables ap- 
pliqués contre des murs^ le talus de rupture a moins différé du 
talus naturel, et ses expériences paraissent s'accorder de plus 
en plus avec celles de Rondelet; si bien qu'on peut en tirer 
les mêmes conclusions relativement au sens du frottement sur 
le revêtement. 

Supposez donc un fluide sans cohésion, incompressible et 
parfaitement élastique, à la manière de celui que je viens de 
définir. Il est limité en haut à un plan, il est porté sur un plan 
horizontal inébranlable et soutenu par un revêtement latéral 
qui va céder. Comment se passera l'éboulement? Par la pensée 
tracez dans le prisme d'éboulement(celui qui est compris entre 
le talus naturel et le revêtement) les lignes de frottement maxi- 
mum, elles le diviseront en tranches planes et parallèles; cha- 
que tranche sera comme un tout solide, car aucune des lignes 
qu'on tracerait dans son intérieur ne saurait être une ligne de 
frottement maximum ; pareillement, les lignes du parement 
intérieur et du talus naturel ne seront pas des lignes de frot- 
tement maximum. Il suit de là que parmi ces tranches, créées 
par .notre imagination, il n'y aura que celles qui portent sur 
le revêtement qui seront capables de se former dans la réalité. 

En général, il n'y a de lignes de rupture virtuelles possibles 
que celles qui aboutissent k des plans susceptibles de céder. 
Mais celles qui portent sur le talus naturel, ou , si on veut les 
prolonger, sur le plan horizontal qui supporte le massif, cel- 
les-là ne sauraient exister. La ligne qui part du pied de revê- 
tement sépare ces deux catégories- de tranches , les unes vir- 
tuellement réalisables^ les autres impossibles. 

Il ne faut pas croire que tout ce qui sera compris eqtre cette 
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ligne et le talus naturel va rester debout; nullement : mais au 
second instant il s'y formera un nouveau système de tranches 
non parallèles aux premières, s'appuyant sur cette ligne de la 
même manière que si elle était le parement intérieur d'un nou- 
veau revêtement. Or après ce second système de tranches, il en 
vient un troisième, et ainsi de suite, les tranches s'inclinant 
de plus en plus sur le talus naturel jusqu'à ce qu'elles n'en 
diffèrent plus sensiblement (i). Voilà comment on conçoit 
Téboulement; mais la formation de tous ces systèmes de tran- 
ches ne saurait être simultanée, quoique l'oeil ne puisse pas 
voir cette succession de lignes virtuelles de rupture dans un 
massif jouissant d'une incompressibilité et d'une élasticité 
parfaites. 

L'introduction d'une cohésion dans le massif de sables, si 
elle est assez faible pour qu'il conserve une poussée latérale, ne 
changera ce phénomène qu'en ce qu'elle arrêtera la formation 
des tranches avant le talus naturel, c'est-à-dire à une ligne *plus 
éloignée que lui de l'horizontale, et en ce que la forme des 
tranches ne peut plus être plane. En effet, considérez toujours 
le remblai qui a la forme la plus simple, celle d'un triangle 
placé sur le talus naturel. Si la cohésion n'y existait pas, on 
pourrait dire qu'il y a similitude parfaite entre ce remblai et 
un autre de forme semblable, d'où il suit que les lignes d'égal 
frottement sont droites dans un remblai triangulaire. Mais 
avec la cohésion, il n'est plus vrai que deux remblais sembla- 
bles de forme le soient à tous égards; il n'est plus vrai qu'ils 
se rompent, suivant des lignes semblables, ni qu'ils se con- 
duisent semblablement en toute chose ; car un petit remblai 

(i) Ceci est évident de soi-mém^ parce que si vous admettes que dans Fétat d'équilibre 
le Ulus d'éboulement est une ligne de rupture , vous êtes forcé d'y reconnai|re le frot- 
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cohérent cesse de pousser et passe alors dans une autre classe 
de corps, celle des solides, tandis que plus grand, et sans chan- 
ger de forme , il est capable d'une poussée latérale. Il n'y a 
donc plus similitode physique, quoique la similitude géomé- 
trique subsiste. Donc daos on tel remblai la forme des lignes 
d'égal frottement doit être une coarbe inconnue qui varie 
avec les dimensions do massif; mais ce n'est pas là la seule 
difficulté. La cohésion nous est encore moins connue que le 
frottement. I>'abord, comme je l'ai dit plus haut , cette force 
ne diffère pas de la tensioq, et si l'on veut la faire entrer dans 
lecalcul,il ne fautpasla considérercomme une constante, mais 
comme une variable susceptible d'un maximum qu'elle at- 
teint partout ou il y a rupture. La quantité de cohésion uti- 
lisée est une fonction des coordonnées de chaque point et de la 
direction suivant laquelle on veut la mesurer; et la valeur 
limite de cette fonction, c'est la constante que seule jusqu'ici 
on appelait cohésion. Celte valeur limite est indépendante de 
la direction^ aussi bien que la constante du frottement. 

Mais quelle est la valeur de cette fonction ? C'est ce qu'on 
ne sait pas. Quand le frottement est seul et que le remblai est 
indéfini , compris entre deux droites, on sait, comme je viens 



tement porté à son maximimi ; alors solidifiant par la pensée le prisme entier d^éboule- 
ment, les forces qui lui sont appliquées devront se faire équilibre par son intermédiaire. 
Or c'est ce qui n'est pas; car pour cet équilibre , il faudrait que la poussée ou la réaction 
des revêtements fût nulle, par cette raison toute simple qu'un corps solide retenu sur le 
plan incliné , qui est la limite de ceux où il commence à glisser, ce corps ne pousse pas. 
Ainû dans l'état d'équilibre, au premier instant du mouvement, le talus d'éboulement ne 
peut pas être une ligne virtuelle de rupture. 

Il n'est pas impossible que dans l'expérience , quand il s'agit de remblais qui ne sont 
pas parfaitement élastiques, ces variations, dans les lignes d'égal frottement, ne devien- 
nent apparentes par la formation de pkisieurft talus suGoessi& d'éboulraent. Cette forma- 
tion se troQverait ainei expliquée. 



(19) 
de le dire^ que le frottement est représenté par une fonction 
angulaire où ne paraissent pas les coordonnées du point; 
mais pour la cohésion, fûl-«lle seule, on n'en peut pas assurer 
autant, et mêlée au frottement, elle Tenglobe dans son obscu- 
rité, de sorte que nous ne savons plus rien ni sur Tun ni sur 
lautre. Voila pourquoi il est indispensable de s'en tenir à 
1 étude d'un massif où le frottement est seul. 

Si le lecteur veut bien penser sur ce sujet pour lequel rien 
ne peut remplacer la réflexion, il verra que ceux qui ont pro- 
clamé que la cohésion ne changeait rien aux lignes de rupture 
virtuelles d'un massif à frottement , ont , à leur insu , admis 
qu'il n'y avait appel à la cohésion que sur les directions de frot-, 
tementet nullement sur d'autres directions. Cependant l'appel 
à la cohésion, c'est la tension; et peut-on croire qu'en intro- 
duisant dans un massif la faculté de tension dans tous les sens, 
on ne va pas du tout changer son régime, si je puis m'exprimer 
ainsi , c'est-à-dire la répartition des frottements, et qu'il n'y 
aura que des tensions tangentielles ? 

Quand un remblai ne pousse plus , il ne diSB^re plus d'un 
solide; alors il n'y a plus de lignes virtuelles de rupture, et ni 
le frottement ni la cohésion n'atteignent plus leur maximum 
en aucun point, jusqu'à ce qu'une force extérieure vienne les 
amener à un état voisin de la rupture. Le maximum possible 
de la cohésion varie même en chaque point et sur chaque di- 
rection ; la fonction qui le représente est la fonction qui ex- 
prime la texture même du corps, c'est la fonction constitutive 
du corps solide ; qui ne pense que cette fonction nous échap- 
pera toujours? 

Tels sont les caractères distinctifs des trois espèces de corps 
où le frottement joue un rôle, de rôle n'est clair^ distinct, sus- 
ceptible d'être mis en équation que lorsque la cohésion ne le 
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trouble pas ; alors aucane tension n'est possible; alors le frot-^ 
tement est une fonction continue^ mathématique, atteignant 
forcement un maximum connu ; alors eufin chaque élément 
de la masse est soumis à la différentielle de ce frottement. 
Ce sont donc les demi-fluides sans cohésion qu'il faudra expé- 
rimenter de préférence , mais ce sera moins dans le but de 
vérifier les propositions que nous avons avancées et qui n'ont 
pas besoin de l'être , parce qu'elles s'adressent à un fluide 
incompressible et abstrait , que dans le but d'arriver à 
des mesures exactes, s'il en est de possibles avec des matières 
qui , par le seul arrangement de leurs particules , peuvent 
peser successivement l^^^^l^i^ 49)^^9 4^)64, 45>^3, l^^^^o le 
pied cube, comme il est arrivé dans les expériences de May- 
niel. Pourra-t-on , avec de telles variations dans la densité et 
d'autres semblables dans les talus de rupture, arriver à la loi 
inconnue, peut-être l'espèce de principe de moindre action 
qui règle la répartition des frottements autour d'un même 
point dans un remblai triangulaire et fixe l'indéterminée ou 
la constante de fluidité? N'ai-je pas eu raison de penser que 
ce serait plutôt à la théorie à fixer un jour cette constante 
dans le demi-fluide abstrait où il n'y aurait ni cohésion ni 
compressibilité sensible? 

Au reste, il faut bien remarquer que dans les expériences 
de ce genre, ce n'est pas des moyennes qu'il faut prendre, mais 
des cas extrêmes, n'importe de quelle manière ils se sont pro- 
duits. Il suffit qu'ils soient possibles pour que la théorie doive 
s'en emparer de préférence. 

Telles sont les notions sur le frottement que je désirais in- 
culquer au lecteur avant de me livrer à de simples calculs 
arithmétiques d'où la théorie est à peu près absente. Cepen- 
dant il s'en retrouvera quelque chose dans la note II. 
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La notel, sur Taj^lication du principe des vitesses virtuel- 
les à la théorie des voûfes^ ëtait nécessaire pour lever une diffi-^ 
culte. Le lecteur jugera. 

Je ne quitterai pas cependant ces questions scientifiques 
sans élever encore ma faible voix contre cet esprit d'utilisme, 
cette ambition pratique sous laquelle on étouffe une science 
avant qu'elle n'existe et qu'elle n'ait été portée à la bauteur 
qu'elle peut atteindre. Quelque ingénieuses et même savan-^ 
tes que soient des méthodes pratiques, elles ne font pas la 
science, qui se trouve ainsi sacrifiée au désir d'une plus prompte 
application. Si le praticisme, que je distingue de l'expérience, 
devait remplacer les recbercbes sur la matière, tout ce qui a à 
cœur la dignité des sciences pbysiques, amateur obscur ou sa- 
vant de profession^ devrait s'en émouvoir; car on pourrait en 
présager la ruine même des arts pratiques; ce serait ainsi la 
preuvequecette triste philosophie de la sensation, qui ne recon- 
naît à Tesprit humain aucune puissance par lui-même, aucune 
conception a priori^ pour parler le langage de l'école, ne con- 
vient pas, exclusive et absolue, aux sciences naturelles; bien 
que ceux qui Tout combattue et vaincue en Ecosse, en Al- 
lemagne et en France (depuis vingt-cinq ans) aient toujours 
paru faire exception en faveur de ces sciences. Je suis bien 
loin de dire que les partisans exclusifs de la pratique (réduite 
en formule ou non, c'est toujours de la pratique du moment 
où Ton repousse toute conséquence et toute induction) soient 
sensualistes, mais je dis que le praticisme , à Tinsu même de 
ceux qui le vantent, émane de cette école, laquelle n'est déjà 
plus digne de notre génération , bien qu'elle pèse encore sur 
nous. 

J'ai commencé par une phrase de Bacon , le fondateur de 
la philosophie naturelle, je terminerai cette introduction par 



cette autre phrase du même philosophie : « Il n'y a pas d'in- 
terprète de la nature plus fidèle, pUis sur que Tesprit humain 
lui-même , qui pénètre où les sens ne pénètrent point , dans 
les profondeurs de la terre comme dans les hauteurs du 
ciel, n 
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POUSSÉE DUE AU fiUSSËHMT. 



CALCUL DE L'AIIGLE DE EUPTUBE. 



(On ne doit pts oublier que ce Mémoire firtt suite à eelar de iSS^.) 



§ y. Admettant les mêmes dénominations que dans la première partie 
de cet ouvrage, et G' étant la poussée due à la tendance au glissement 
exercée par un voussoir dont Tangle est z, il est très-facile de trouver par 
un calcul de surface 



on se rappelle que ^ est Fangle sous lequel les matériaux employés com- 
mencent à glisser , i Fangle du plan de la chape avec Thorizon , et a 
Tépaissear du bandeau de la voûte dont le rayooi intérieur est i; enfin 
par z^ on entend le nombre de degrés compris dans Tare z. Supposez 
formée d avance une table des coefficients qui entrent dans cette formule 
et de leurs logarithmes : vous aurez 

G' = A cot(«H-^)[(4 -HBc)8inz — sm(2«— i)— Dz* — sin/J. 

Il est inutile de donner ici les tableaux de& valeurs de A, B, D; si Ion a 
entre les mains une table des sinus naturels , par exemple celle de la 
trigonométrie de Deparcieux ou d'Ozanam (il est bon de les avoir toutes 
deux, parce qu'elles renferment beaucoup de fautes), il est assez facile de 
calculer le maximum de G' par tâtonnement, sans avoir recours, comme 
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pour le calcul de F, à des tables de fonctions angulaires. Mais il est en- 
core plus facile de calculer Tangle de rupture directement. 

On a déjà vu, à l'article des voûtes extradossées parallèlement, que 
lorsqu'il ne s'agît que d'un simple bandeau, l'angle de rupture qui appar- 
tient au glissement est à peu près de 26^. Or la poussée exercée par le poly- 
gone mixtiligne qui forme le voussoir d une voûte en cbape se compose de 
la poussée due au bandeau, plus celle due à la charge, plus encore celle 
due à la partie comprise entre lare extrados et une tangente à cet arc, 
parallèle au plan de la chape. De ces trois poussées, la première a son 

maximum par 26® environ ; la deuxième est mesurée par — ^ — 7^ — r- ^ 

^ ^ tang(«-f-^) ' 

son maximum a lieu par la valeur de z tirée de cette fonction qu'on égale 
à zéro , après l'avoir différentiée , par conséquent déduite de l'équation 

cot* (« -H 7) -t- 2 cot (2 -h ç) — cet ç = o ; 

équation du troisième degré qui n'a qu'une seule racine positive. Quand 
(f = 3o% on trouve z = 25*^34' environ. 

Donc le maximum de la poussée due à la charge a lieu à très peu près 
par le même angle que le maximum de la poussée, due au bandeau, 
car la différence de 25*^34' à 26° est très-petite. 

Enfin je dis que la troisième des quotités qui entrent dans la poussée 
e^t donnée par le maximum de l'expression algébrique 

, . fsiQz sin(2« — /) z tang/l 

^ ^' LCOSI 4cOSl 2 4 J 

car il est évident que la surface x^omprise entre un arc et sa tangente est 
proportionnelle au carré du rayon de cet arc; elle est donc proportion- 
nelle au carré de i -H a, donc son maximum a lieu par la même valeur 
de z , quel que soit i -h a. Or en faisant a = o dans le premier membre 
de Téquation (i), on trouve l'expression même que nous voulons légi- 
timer. 

Son maximum a tieu pour 1=0 par Z = 4^^ > 
pour i = 45® P*r Z = 17®. 

Pour les vfideurs de i comprises entre o et 45*^, les valeurs de Z sont com- 
prises entre 17** et 42®, et il serait assez curieux de déterminer par tâ^ 
tonnement quel est l'angle i pour lequel Z = 26®, toujours dans Fhy- 
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pothèse de a = o ; cette valeur de i serait rinclinaison de la chape d une 
voûte qui, lorsque ç = 3o% aurait, queUes que fussent sa chai'ge et son 
épaisseur, un angle de rupture compris entre 25® 34' et 26**. 

Quoi qu'il en soit, on voit que plus la partie comprise entre lextrados 
et sa tangente aura d'influence , plus Fangle de rupture ira en s'ëloignant 
de 26^, soit vers la limite 42** si Tangle i est très-petit, soit vers la limite 
1 7^ si Tangle î se rapproche de 45®. 

Or cette influence sera d autant plus grande que l'épaisseur et la chaîne 
seront moindres. 

II suit de cette discussion que Tare dont la longueur est \ et qui cor- 
respond à z = 28® 38' 52",44i ou z = 28^,648, diffère peu de la valeur 
moyenne de tous les angles de rupture; j'ajoute que l'on ne doit guère 
compter ici que sur un écart de 10° en phis ou en moins, car il faut re- 
marquer que le glissement n'appartient qu'aux voûtes ou très-épaisses ou 
très-chargées; il est donc probable que souvent l'approximation linéaire 
suffira, et que l'approximation parabolique donnera une grande exacti- 
tude. Il est donc inutile de différentier plus de trois fois. 

Ces choses posées, je fais -3 — = /(z), et j'ai à résoudre l'équation 
f(z) = o dans laquelle 

/(.)='- -, ^^="^+ ^^ + (. + ,). [- ànz + »"(' + ^^) + '^^^' + '^] 

4cos« L 2 j 

Je dois rappeler ici que n = c H ?, et que l'on peut à volonté éli- 
miner ou conserver n. 

En différentiant, on trouve 

/' (.) = l-COs(2ZH-2y) _^^^ ^ „),J_cOS^-f- ~ COS (3zH-2ç)4- ~ C05 (Z-+- 2^)1 

(l -ha)* r // .\ / -M 

— ^-. T [cOS(4«-4-2ç — 1) — COS(2Z — 1}], 

/'' (z) = ski (2z -h 2 ç) -f-(i-h«)« sin» — |8in(3z4-2<p)--7Mn(»-+-2ç) 

' ^ r- [2sin(42-h 2<j> — /) — sm(2z — /)]. 



COS l 



(a6) 
En faisant z = - , il vient : 



/{-] = 7 2Z-f.L_-L[2 sin (i) — sin 2 7 — sin (2 tp h- 2)] 



4- ^ tang /[ 2 — 2co5(i) — cos 2f 4- cos(2ç 4- 2) ] 



/'M i j=— 8in(i 4-2^)— (i 4-a)*[sin(i)— 2sin(2f H-2)]4-(i4-a)»taiigf[c^ 

Gomme on la vu dans la première partie de cet ouvrage , les no- 
tations sin (i), cos (i), sin f - h cos l-\ représentent les sinus ou cosinus 

des arcs dont la longueur est i ou (-) ; sin (i -h ^f) représente le sinus 

de la somme de l'arc 29, et de lare dont la longueur est 1 , et de même 
des autres sinus ou cosinus. Cette notation est commode et ne peut don-* 
ner lieu à aucune erreur. 

Quand 9 = 3o% 

COS2f = 0,5y C08f2tp4--j =—0,82848, 

Mn2 y = o,866o3, sin (i) = o,84i47> 

sin(n-2y) = G, 88865, cos (1) = o,54o3o, 

cos(i-h2ç) = — 0,45859, sin Qj = 0,47943, 



sin 



cos 



sin 



(^^■^î) "= ^>99972, cos ^^ = 0,87758, 

(^^-H-j = 0,02362, sin (2^ 4-2)= 0,09425, 

f^f + â) ^ o,56ooo, cos (2^4-2) = — 0,99555. 
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Je suppose que, dans l'équation /(z) = o , on substitue z = - -+- x, et 
je fais, comme pour le cas de la rotation : 

/'(0 = -Q- 

L'équation à résoudre est 

o = P — Qj? H- Ra?% 

et l'on a, en remplaçant n par sa valeur, toutes les opérations arithmé- 
tiques étant effectuées : 

P= 0,02784 — o,o895o(n-a)cH-(iH-«)»| 0,09033 — o,07202Ungi ' ^% L 

-0,76792-0,37361 taDgi-h '^^9 . J , 

o S 1 5n5~\ 
— 0,326484-1,26570 tangi r- - 



Q = — 0,72930 4- 1 ,49306 (i H-a) c-t-(i -t-a)* 
R= 0,44432 — o,5i525{H-«)c4-(i4-or)» 



Avant d'aller plus loin, il convient dis vérifier ces formules, et pour 
cela il faut choisir un exemple qui donne à x une valeur considérable. 
Soient i = 45**, a = 0,1, c = 0,1 , 
on trouvera: 

F = — o,ii3o, 

Q = 0,6086, 

R = 0,6424. 

En résolvant l'équation du deuxième degré , 

o = — o, 1 1 3o — 0,6086 X -H 0,6424 jc*, 
on trouvera 

X = — 0,166 , 

ce qui donne 

o- = - 9»3o', 

et enfin 

Z = i9»8'. 

4.. 
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Pour que la vérification soit complète, j*ai calculé le coefficient sui- 
vant de la série , savoir : g p yA , et j'ai trouvé , en le désignant 

par S, 

S = — 0^2734. 

En résolvant Téquation qui suit, 

1 1 3o H- 6086 X — 64^4 x" -H2734 x^ = o , 
je suis parvenu à 

j? = — o,i58, 
d'où 

xo= - 903', 
et enfin 

Z = 28^38' — 9«3' = i9«35'. 

Or, parla substitution, on obtient 

z = i9«. ... G' = A* 0,3591666 > 
z = 20®. . . . G^ = A. 0,3592160, 
z = 2i«. . . . G^ = A. o,3583o83; 

d'où Ion déduit, en considérant ces trois valeurs connue les ordonnées 
d'une parabole, dont on cherche ensuite le point le plus élevé, 

Z = *9»34'. 

L'accord entre ces deux valeurs de Z suffit pour montrer la confiance 
qu'on doit avoir dans les valeurs de P, Q, B; mais il est évident qu'on 
peut les diviser toutes trois par i,493o6 et finalement employer le 
système : 

P = o,oi865 — 0,05994 (i-ha) c 4- j o,o6o5o — 0,04823 tang i 2 — 2?! |(i-t-a)% 

Q= — 0,48846 4- (i •¥ ol)c'^ I — o,5i43i— o,25o23tangiH ^ (»■+-«)% 

L cos I j 

R = 0,29759 — 0,34510 (H-a) c H- j — 0,21866+0,84772 Ungr * ^ \ J(i H-a)*. 

La facilité avec laquelle on différentie /(z) permettrait de calculer 
la valeur d'un grand nombre de coefficients différentiels , et pour un 



1" Tableau. 



Valeurs' 



de I. 



Val e un 
de a 



'o,2& 

, o,3o 
)o-,35 
|o,4o 

0,45 

o,5o 



= 0. 



Valeara 
de G. 



O, io5io 
o , I 2606 
0,14737 
O, 16981 

0,19307 

0,21714 



2096 

2l3l 

2244 
2326 

2407 



356 ï 
3695 
3875 
4028 

4179 
4333 



= 0,1. 



Valenn 
de 6. 



0,14071 
o,i63oi 
0,18612 
0,21009 
o , 23486 
o , 26047 



223o 
23ll 

2397 
2477 

256 1 



3617 
3769 

3923 

4069 
4214 

4366 



POUSSÉES DUi 



= 0,2. 



Valeara 
de G. 



0,17688 
0,20070 
0,22535 
0,25078 
0,27700 
o,3o4i3 



Aa. 



2382 

2465 

2543 

2622 
2713 



365 1 

3796 
3943 
4095 
4241 
4390 



Valt 
dei 



=o,s. 



%7^29' 



0,2 
0,2^.7.30 

o , 2^^ . 3o 

0,2^7.32 

0,3^7.33 

0,34.^, 

I 

>- 



.34 



c=l,0. 



Valeurs 
de I 



26«3o'^ 

26.33 

26.35 

26.37 

26.39 

26.42 



7»3o 



0,25 
o,3o 
,)o,35 
0,40 
0,45 
o,5o 
I 



0,09369 


^993 


36i8 


0,12987 


2i49 


3663 


o,i665o 


2299 


3673 


0,11 362 


2074 


3774 


o,i5i36 


2227 


38i3 


0,18949 


2378 


3821 


o,ii436 


2i55 


3927 


0,17363 


2309 


3964 


0,21327 


2455 


3969 


0,15591 


2243 


4o8i 


0,19672 


2391 


4iio 


0,23782 


2534 


4ii8 


0,17834 


2324 


4229 


0, 22063 


2469 


4253 


o,263i6 


2618 


4261 


o,2oi58 


» 


4374 


0,24532 


» 


4402 


0,28934 


y» 


4407 




i5" 



/ o , 25 

o,3o 

I o , 35 

io,4o 

0,45 

o,5o 

r 



0,09068 
o, I io54 

o, l3l20 

0,15268 
o, 17486 
0,19786 



1986 
2066 
2148 
2218 
23oo 



3684 
383o 
3978 
4128 
4280 
4428 



0,12752 
0,14884 
0,17098 
0,19396 
0,21766 
0,24.214 



21 32 

22l4 
2298 
2370 
2448 



3694 

384 1 
3987 
4i37 
4282 
4428 



0,16446 
0,18725 
o, 21085 
0,23533 
o , 26048 
0,28642 



2279 
236o 
2448 
25i5 
2594 



3693 
3843 

3992 
4i33 
4278 
4432 



?mpZ6 




0,09777 
0,11824 
0,13941 

0,l6l4'-2 

o, 18427 

0,20794 



2047 

21 17 
2201 
2285 

2367 



3695 

3844 

3993 
4i48 
4291 
4437 



0,13472 
o,i5668 
0,17934 
o , 20290 
0,22718 

0,2523l 



2196 

2266 
2356 
2428 
25 1 3 



3564 
384o 

3999 
4145 

4^94 
4435 



0,17036 
0,19508 
0,21933 

o , 24435 
0,27012 
0,29666 



2472 
2425 

25o2 
2577 
2654 



3697 

3852 

3996 
4i36 
4291 

4441 



Tables des Poussées des Foutes, 2* Partie, page 29. 
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angle t donné on pourrait, sans trop de complication, obtenir tous les 
termes d'une série où resteraient indéterminés a et c; mais ce travail 
serait sans but utile. 

Si Ton fait i = o, c = o, xe qui est le cas des voûtes extradossées 
de niveau sans surcharge, on trouve lexpression suffisamment ap- 
prochée 

2,28 



2 = 28^38' -h 



0^(0^ -h 2)- 



Cette formule suppose que a est assez grand, par exemple, pas 
au-dessus de ^, et Terreur qu'elle donne est moindre que \ degré. 

M. Petit a calculé sa table des valeurs de G pour les voûtes extra- 
dossées de niveau , en supposant que Z était toujours 29®. On voit que 
cette supposition est d autant plus erronée que a est plus petit, et 
déjà pour (x=j Imclinaison du point de rupture sur la verticale est 
de 33« f 

Telles sont les formules d où nous avons déduit les tables suivantes : 
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NOTES. 



Note I. — Sur l'équilibre d'un système de quatre voussoirs, et sur l'indé- 
pendance qui existe entre la poussée et le piédroit, que ton tienne compte 
de la cohésion et de ^flexion, ou quonjes néglige. 

Là théorie des voûtes est fondée sur les mèihes principes que toutes les applications 
de la mécanique rationnelle aux corps tels que la nature nous les donne^ c'est->à-<lire non 
parfaitement rigides et inextensibles. J'ai cru reconnaître qu'il était nécessaire de rappe- 
ler à quelques personnes ces préliminaires de toute théorie exacte ; je vais donc le faire , 
et je relèverai en même temps ce qui m'a paru une erreur dans le Mémoire de M. Pon- 
<;elet , inséré dans le Mémorial du Génie, n° 12; erreur que j'ai reproduite moi-même 
d'après lui dans la première partie de cet ouvrage, page 1 4. Je crois que c'est une erreur; 
peut-être, sans doute même c'est moi qui me trompe : le lecteur jugera. Je supplie qu'on 
ne voie dans cette note que le désir de faire étudier la question. 

Sans doute que le principe de la réaction égale et directement opposée à l'action est 
vrai dans une voûte et dans une construction quelconque ; qu'elle soit dans le cas que 
nous qualifions d'équilibre stable ou dans le cas d'instabilité, il ne saurait y avoir supériorité 
des résistances sur les puissances, et les tnmditions d'équilibre ne peuvent être exprimées 
que par des équations algébriques, et non par des inégalités. Mais cette manière de con- 
sidérer la question, qui est la seule parfaitement exacte, oblige à tenir compte de la flexion, 
ce qui complique encore un problème déjà trop difficile dans son application. Lorsqu'on 
suppose la pierre parfaitement dure et qu'on considère l'équilibre de voussoirs incom- 
pressibles, il ne paraît plus exact d'assimiler ces voussoirs à des leviers assemblés à char- 
nières et pouvant tourner librement, dans tous les sens, autour de leurs arêtes ; car les 
joints, au lieu d'être de simples points, sont alors des lignes solides et impénétrables, et 
il est évident que le poids des voussoirs inférieurs peut devenir plus considérable qu'il ne 
faut pour que l'équilibre existe autour des charnières kiférieures, sans qu'il en résulte 
une rupture ni un autre effet que de presser la totalité des joints inférieurs sur le plan 
de la base. De là il suit que les équations d'équilibre se transforment en des inégalités, 
comme on va le voir. 

Remplaçons d'abord le système des quatre leviers par celui de deux leviers, dont un 
r V est assujetti à rester appuyé sur la verticale qui passe par le centre du profil de la voûte. 
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Supposons que les leviers remplacent complètement les voussoirs et qu'il s'agit du pre- 
mier mode de rupture. 

Soient n et n' les centres de gravité 
des deux leviers; 

P et Q leurs poids respectifs ; 
Xy y les coordonnées du point n par 
rapport à deux axes passant par la char- 
nière inférieure ; 

j/, y' celles du point n' ; 
x", y celles du point c ; 
x"\ y celles du point v, qui est une 
charnière. 

La liaison qui oblige la charnière c à 
se mouvoir sur une verticale peut être 
remplacée par une force F horizontale , 
et alors le système peut être considéré comme libre. Supposons donc l'équilibre existant, 
on ne le détruira pas en introduisant dans le système de nouvelles liaisons; par conséquent 
TéquatioUy qui convient au cas où la verge ov deviendrait fixe , peut bien être insuffisante; 
mais elle doit subsister. 
Donc on doit avoir 

Cette équation subsisterait encore si l'on introduisait la cohésion , ou telle force qu'on 
appliquerait ou qui se développerait en un point invariablement lié au levier supérieur. 

De même les conditions d'équilibre de tout le système autour du point o j comme si le 
système était tout d'une pièce, peuvent être insuffisantes ; mais elles doivent exister. 

Donc 

Ces deux équations suffisent pour trouver la position d'équilibre des deux leviers, ou 
pour trouver (cette position étant fixée d'avance) quelle masse on doit donner à l'un 
d'eux relativement à l'autre. 

Lorsqu'on revient des leviers sans épaisseurs aux voussoirs , les mêmes raisonnements 
s'appliquent en partie; mais pour qu'il y ait équilibre autour du point v, l'équation posée 
n'est pas nécessaire, et il suffit que l'on ait 

de même la seconde équation se change en 



f/'^Q^'-hp^. 
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C*est en effet ainsi que Coulomb a présenté la théorie des voûtes. Quelle que soit F, 

s'il arrive que la plus grande valeur que puisse acquérir ^^ — -j^ soit inférieure à la plus 

j j 
.r^-f-P^ 
petite de celles que peut avoir -7; , il est clair que ces deux inégalités subsisteront 

et la voûte sera en équilibre. On voit donc qu'ici, pour être exact, il faut assimiler les vous- 
soirs à des corps parfaitement durs et ne considérer la poussée que comme une force 
indéterminée. 

Or il est évident que ces conditions seront remplies si l'on dispose la masse du vous- 

soir inférieur, de façon que le maximum de ^^, — -^ égale le minimum de „ — - , 

J ^r y 

et elles se changeront pour les vonssoirs de rupture en de véritables équations. 

Alors la poussée cessera d'être indéterminée, car cette force doit être comprise entre 

0(x'— j:'") Qjr'-f-Px 

^^^7 ^^ et -, , et ces deux quantités devenant égales , chacune d'elles égale la 

y —y y 

force F. Ce cas est celui d'un équilibre instable. Or c'est toujours dans l'hypothèse d'un 
équilibre instable qu'on se place quand on veut trouver l'épaisseur d'un piédroit. 

Ce n'est donc que pour l'équilibre instable que les conditions sont les mêmes dans un 
système de voussoirs que dans un système de leviers, et, comme ces équations ne laissent 
plus rien d'indéterminé, elles sont suffisantes et résolvent complètement le problème. 
Mais l'une d'elles est indépendante de P , donc la valeur de la poussée ou du nombre F 
peut être calculée indépendamment du voussoir inférieur et comme s'il était inébranlable. 
Les mêmes raisonnements peuvent se faire quand on tient compte de toute force dévelop- 
pée dans l'intérieur ou sur le bord du voussoir, et la m.çâse du piédroit n'entre jamais 
dans la valeur de F, je veux dire dans la première des deux. expressions de F, celle à laquelle 
on applique la recherche d'un maximum ; cette masse ne reparait que dans la seconde 
équation , c'est-à-dire dans l'équation d'équilibre autour de l'arête extérieure de la base 
du piédroit. 

Il est donc bien constaté que l'équilibre d'un système qui présente deux centres de rota- 
^en doit être établi en supposant successivement chacune des charnières rigide , ou si , 
agissant autrement, on effectue la transposition d'une force, d'un point à un autre de sa 
direction: cette transposition ne sera légitime qu'autant que ces deux points resteront, 
dans le mouvement même, invariablement liés entre eux; c'est là, je crois , la faute com- 
mise par M. Poncelet; c'est donc à tort que, nous fondant sur son autorité, nous avons 
cru que lorsqu'il était tenu compte de la cohésion, la valeur de la poussée était influencée 
par la masse du piédroit. L'indépendance de ces deux choses est maintenant démontrée 
dans tous les cas. 

D'après les principes qu^on vient de poser et qui sont connus depuis longtemps des géo- 
mètres , la poussée d'une voûte stable et d'une matière incompressible , paraît indétermi- 
née; cependant elle ne l'est point. Si en effet il est démontré que l'action du voussoir 
supérieur sur la verticale au point c est la même, soit lorsque le voussoir inférieur est 
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tout à fait inébranlable, soit lorsqu'il jouit d*un équilibre instable; il est clair qu'entre ces 
deux limites extrêmes il n*y a pas de raison pour que la poussée change de valeur et de- 
vienne dépendante du voussoir inférieur. En d'autres termes , n'y aurait-il pas absurdité 
à supposer que la pression sur le point c peut être augmentée par cela seul que le point 
de rotation v est mobile lui-même, sans que cette augmentation devînt la plus grande 
possible, alors que ce point v serait le plus facilement mobile, c'est-à-dire dans le cas d'é- 
quilibre instable? Or, dans ce cas, il est démontré qu'elle n'est pas augmentée ; donc on a 

j/ x"" 

toujours F = Q n_ m - 

Le principe des vitesses virtuelles ne peut rien ajouter à ces preuves, car il est moins 
évident lui-même que les principes sur lesquels nous nous fondons et qui servent même 
quelquefois à sa propre démonstration. Cependant , comme on Fa invoqué , nous allons 
voir quUl conduit identiquement aux mêmes résultats. 

Il faut d'abord à chaque voussoir substituer un triangle formé par les deux charnières 
de ce voussoir et par son centre de gravité. Ce ne serait que dans un cas tout à fait ex- 
ceptionnel que ce centre de gravité serait sur la diagonale qui joint les deux charnières ; 
ce cas exceptionnel peut se traiter à part avec une grande facilité, et conduit aussi aux 
résultats que nous allons trouver, en supposant que les trois points en question ne sont 
pas en ligne droite. 

Soient donc /let/i'les deux nouveaux cen- 
tres, et les autres dénominations les mêmes que 
plus haut. 

Supposons un point a dont les coordonnées 
sontx'^', y^^^ qui est lié invariablement aux deux 
points n! et r, et qui est le point d'application 
d'une force dont les composantes sont X et Y. 
Désignons encore par r une quelconque des 
distances invariables qui lient entre eux les points 
d'un même voussoir. Comme ces distances doi- 
vent disparaître de suite par la différentiation , 
nous n'accentuerons pas cette lettre , et r dési- 
gnera indifféremment 0/1, ov^ nvy vn! n'a^ etc. 
L'équation des vitesses virtuelles est celle-ci : 




et les liaisons du système sont : 
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Si l*on différencie ces huit équations y et qu'on fasse Félimination et le départ des dif- 
férentielles dépendantes 9 au moyen des deux différentielles djret dy' considérées comme 
indépendantes, on trouvera^ après quelques réductions , dont les principales consistent à 
faire disparaître des facteurs comme celui-ci , 

(^" _ a:-) [y- - y') - {x" - x'){y' - y-), 

qui ne peut être nul que dans le cas oii les proints Vy n' eXc seraient en ligne droite; on 
trouvera , dis-je , 

dy-"= —dy; dy" = dy' + ^^p 7^^'^^' 

j:' — o?'» -^ ^ (x' — x*')a: -^ ' 

''•^ ~ x'-x- -^ ^ (x'-*-)x '^•^' 

substituant dans Téquation des vitesses virtuelles , et égalant à o le coefficient de chacune 
des différentielles indépendantes , on trouvera 

x(x' — x'") x[x'-'x"') x(x'--x*') ^^ 



(''') Supposons pour un moment le premier membre de Téquation (i) représenté par U , et le pre- 
mier membre de Péquation suivante par Y, en sorte qu'on ait 

U = 0, V = o. 

Je dis que si Ton éliminait F entre ces deux équations, on trouverait identiquement le même résultat 
que si, au Heu dUntroduire la force F et de considérer x" comme yariable, on s'était contenté de cher- 
cher Péqnation d'équilibre du système lié par les conditions qu'on a formulées plus haut en équations, 
et par celle de x* constant. On peut le démontrer bien simplement en remplaçant dans l'équation 

Vdy' H- y4r = o, 
<(;■ ' par — -^ jj dx" — jr-— — j^ <(r, en même temps qu'on y supprime F; faisant ensuite 
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La première de ces deux équations démontre qu'une des deux valeurs de F est indépen- 
dante du voussoir inférieur, et s'obtient en équilibrant autour du point v toutes les forces 
appliquées au youssoii* supérieur ; 

La deuxième fournit la valeur du poids qu'il faut donner au voussoir iuférieur pour 
que l'équilibre existe : mais sous cette forme cette équation est peu commode , il vaut 
mieux la combiner avec la première , de manière à obtenir la somme des moments des 
deux voussoirs par rapport au point o ; on remplace alors cette deuxième équation par 
l'autre plus simple et plus commode pour les applications 

(2) ■ Px -h Qx' — F/" -H Yx*^ — Xr'^ = o. 

C'est précisément la condition d'équilibre de toutes les forces autour du point o , comme 
s'il n'y avait pas de charnière en v. 

Si l'on voulait introduire dans ces équations une force se développant dans le voussoir 
inférieur, par exemple la compression ou la cohésion en un point du joint de la base , 
les variations des coordonnées de ce nouveau point ne renfermeraient que la seule diffé- 
rentielle djr; par conséquent elles n'exerceraient aucune influence sur l'équation (i), 
mais seulement sur l'équation (2), où elles feraient entrer cette nouvelle force de la même 
manière que les autres, c'est-à-dire par son moment autour du point o. Quant au joint 
des reins , chaque point peut être considéré comme se dédoublant en deux moitiés : par 
sa moitié supérieure il entre dans l'équation d'équilibre autour du point u ; par sa moitié 
inférieure il entre dans l'équation d'équilibre autour du point o. La cohésion sur ce joint 
est en effet une force de ressort qui s'oppose aux deux rotations. Mais comme ces forces 
sont respectivement égales et de signes contraires , elles disparaissent de l'équation (2). 

La quantité .de la cohésion utilisée en chacun des points d'un même joint , peut être 
supposée proportionnelle à sa distance au point de ce joint , où la cohésion n'entre 

nullement en action , en sorte que si - est le rapport de la cohésion à la densité sur 

i'unité de surface, et que e^ soit l'étendue du joint supposé incompressible, la résul- 



dx" = o, et éj^Unt enfin à o le coefficient de 4r. Mais, du reste , nous ne faisons que suivre la mé- 
thode de Lagrange pour le calcul des résistances normales; et, sans aucun doute, il est permis de 
considérer r' comme Tsriable, en introduisant la force F. Dès lors les accroissemenis 4y' Gi4y qui 
entrent dans Téquation définitive des vitesses virtuelles sont tout à fait indépendants Tun de Fautre. 
A la vérité ils ne sont pas quelconques, et lorsqu*on passe des leviers aux voussoirs , Timpénétrabilité 
des joints Cait que 4r ne saurait être négatif. Mais il suffit que djr^Xdjr' puissent avoir, indépendam- 
ment Tun de Tautre , une infinité de valeurs pour que Téquation des vitesses virtuelles se décompose 
forcément en deux , 

U = o, V = o. 

Donc finalement les équations dYquilibre sont les mêmes que si le système était mobile dans tous les 
sens : c'est là que git toute la démonstration. 
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taate de toutes ces forces, qui sont parallèles, sera, au moment où Textrémité du joint 
commencera à s'ouvrir, 






J o 27r 



Quant à la somme des moments, il est clair, d'après les démonstrations précédentes, qu'elle 
doit être prise par rapport au centre de rotation du voussoir. Ainsi s'il s'agit du joint de 
la clef, dont l'étendue est désignée par eo , la somme des moments a pour valeur 

Sur le joint des reins, qui est incliné de l'angle Z sur la verticale , la somme des moments 
est , en désignant par e, l'étendue de ce joint. 

De même le moment de la cohésion sur le joint de la clef, par rapport au point o , est 

Si l'on désigne par e^ l'étendue du joint de la base , le moment de la cohésion sur ce joint , 
par rapport au même point o , sera ^, de sorte que les équations d'équilibre seront 

C'est à la première équation seule qu'on appUquera la recherche d'un maximum pour F; 
la deuxième donnera l'épaisseur du piédroit. 

Ces formules sont trop compliquées , et il serait trop difficile d'assigner une valeur 

•y 

exacte à - pour qu'elles soient applicables. D'ailleurs la flexibilité ou compressibilité des 

diverses parties de la voûte doit avoir souvent sur l'équilibre de celle-ci une influence 
très-comparable à celle de la cohésion. Si l'on tient compte de l'une, on ne saurait né- 
gliger l'autre. Or on va voir , dans la note (H) combien il serait long et laborieux de cal- 
culer les effets de la flexion. 
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Note 2. 

Les conditions d'équilibre d'un système de voussoirs compressibles ne peuvent pas se 
déduire des mêmes principes qui servent à établir la théorie de l'équilibre d*ua solide 
élastique; car le premier de tous les principes invoqués dans cette théorie, c'est que, à 
égale distance de Taxe d'élasticité ou de flexion, la résistance à la compression et à l'ex- 
tension sont des forces égales. Or cette hypothèse ne saurait être admise ici , puisque 
d'un côté de cet axe la résistance à la compression est une force considérable, et de l'autre 
la résistance à l'extension est nulle si l'on néglige la cohésion des mortiers , ou bien faible 
si l'on en tient compte. 

Considérons d'abord un voussoir appuyé sur deux plans , l'un incliné, l'autre vertical 
par deux faces que je suppose compressibles , mais qui n'ont aucune adhésion aux deux 
plans fixes. Soient c l'étendue comprimée sur le joint vertical, c' l'étendue comprimée sur 
le joint incliné ; le maximum de compression aura lieu au sommet du premier et au point 
le plus bas du second. Soient h et k* ces deux maxima. D'après l'hypothèse de Leibnitz, 
la résultante des compressions , en appelant v la distance de chaque point comprimé au 

centre de flexion , sera - I ptfp = — sur le joint vertical, et le point d'application 

k rc 

de cette résultante sera à une distance de l'axe de flexion égale à -r*^ ^ — £î 

k'c' I 

De même sur le joint incliné la résultante sera , et son bras de levier — . En pre- 
nant ces intégrales à partir de o , nous supposons que la pression est nulle sur chaque 
centre de flexion. Or \e principe de continuité \e veut ainsi; car la pression est nécessai- 
rement nulle sur la partie du joint qui s'ouvre, et l'on ne peut admettre que sur un même 
joint elle passe subitement d'une valeur nulle à une valeur finie. Nous supposons encore 
que le centre de flexion est sur le joint , et on conçoit qu'il en doit être généralement ainsi ;. 
cependant, pour des substances très-molles ou pour des doxmées fort éloignées de l'équi- 
libre, on conçoit encore que l'étendue entière du joint puisse éprouver une compression, 
et que le centre de flexion soit en dehors du joint ; ce cas s'annoncera par une valeur de c- 
ou de c' plus grande que l'étendue du joint , et exigera que l'on recommence les calculs 
en changeant les limites d'intégration ; en sorte que la manière d'opérer sera la même. 
J'écarterai donc ce cas pour ne m'occuper que du premier. 

Sur chacun des plans d'appui il se produit un frottement qui contribue à l'équilibre ; 
il est proportionnel à la pression supportée par ce plan. Mais de ces deux frottements, celui 
qui est relatif au joint supérieur sera supprimé quand on remplacera le plan inébranlable 
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par un voussoir semblable au premier, qu'il arcboute et suit sans frottement dans le mou- 
vement dedescente de son point supérieur le long de la verticale. Soit/le coefficient du frot- 
tement. Si Ton décompose les forces appliquées au voussoir, parallèlement au joint incliné 
et normalement à ce joint , et qu'on égale séparément à o la somme des composantes nor- 
males et celle des composantes parallèles, puis qu'on égale à la somme des moments an- 
tour de Taxe de flexion du joint incliné, en désignant par Z l'angle des deux plans de joint, 
par Q le poids du voussoir , X la distance horizontale du centre de gravité au point le 
plus bas du joint incliné , par Y la distance verticale de ces deux points, on aura 

(ij — cos3= Qsinz, 

(2) f — = Qcosz smz, 

(3) ^ -t- ^ ^Y — ^ — c'cosz'j = Q(X -f. c' sinz). 

Remarquez , et ceci est assez général pour avoir quelque portée , qu'il est tout à fait 
dans l'esprit des principes de Coulomb , et Ton peut dire qu'il est tout à fait évident que 
le frottement atteindra son maximum toutes les fois que le nombre des équations ou liai- 
sons le permettra , et que au contraire les forces k et k' sero];it les plus petites possibles. 
En d'autres termes, il est naturel que l'équilibre s'établisse de manière à tirer tout le parti 
possible du frottement, et au contraire que la pression en chaque point de la pierre com- 
primée soit un minimum , en sorte qu'une voûte faite d^unç pierre tendre, ou suscep- 
tible de s'exfolier aisément, ne s'écrasera que lorsque toutes les résistances qui sont en elles 
auront été épuisées. Donc on pourra substituer pour yie coefficient connu pour l'espèce de 
pierre .employée et déterminé par l'angle sous lequel un voussoir cpmposé de ceite .pierre 
commence à glisser. De plus, on supposera k = k\ parce que ces deux compressions at- 
teignant en même temps leur limite , puisque ies deux joints s'ouvrent à la fois , il est 
naturel de supposer qu'elles ne cessent pas d'être égales , même quand on est loin de 
cette -limite; je pense même qu'on en a une preuve mathématique en concevant que tel 
voussoir qui ne s'écrase pas , viendra à s'exfolier, si par la pensée vous réduisez égale- 
ment en chaque point de son étendue la résistance à l'écrasement ; donc k et ^', diminuées 
d'une même quantité, sont égales ; donc elles sont toujours égales entre elles. 

J'insiste sur l'égalité de ^ et k*\ je la crois nécessaire , tant que d'autres liaisons o^ 
équations n'obligent pas ces quantités à être inégales. 

On pourrait introduire la cohésion sans rien faire de plus que compliqtier les équa- 
tions. En généra], l'adhérence est une fonction de la pression, fonction que l'on suppose 
développée suivant les puissances de cettepression à partir de la puissance o, dévelop- 
pement dont on n'a considéré , jusqu'à présent , que les deux premiers termes « sous )c^ 
noms de. cohésion et frottement ; ici nous pourrions les introduire tous deux. 
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En résolvant les équations (i), (2), (3), on trouvera : 

, ___ X (/cos z -h sin z) — Y (cos z — /sin z) 

, j, , /sin* 2 -I- cos* 3 ' 
4 /sm « cos « — 5 

c = c' (cos « — ysin »), 
2Qc' 



^ = 



/cos z -+- sin « * 



X et T sont évidemment des fonctions de z. Pour qu*il y ait équilibre , le résultat 
trouvé pour A devra être inférieur au poids capable de faire fendiller la pierre. Si d'an 
voussoir d'un angle donné on passe à un voussoir quelconque , 11 est évident que ce 
n'est plus que sur le joint de rupture que y=A= un maximum ; il faut donc faire varier 
z jusqu'à ce qu'on ait obtenu le maximum de A. 

Ainsi , quand on introduit dans la théorie des voûtes la considération de la flexion , 
ce n*est plus la poussée entière qui est un maximum y mais bien la compression dans 
le point le plus comprimé du joint de la clef. De plus, il n'y a plus lieu à distin- 
guer le cas du glissement de celui de la rotation. Cette décomposition est en général 
une preuve d'impuissance à poser les véritables équations d'équilibre d'un corps com- 
pressible; et l'on conçoit, en effet, qu'il n'y a pas de raison pour que ces deux 
forces de résistance inhérentes aux corps solides que Ton appelle résistance à l'écarté- 
ment ou au glissement , ne concourent pas à l'équilibre simultanément et non pas une 
seule indépendamment de l'autre. 

La poussée tend à renverser un voussoir quelconque en le faisant tourner en de- 
hors autour d'un point de l'extrados , ou en le faisant glisser. Soient B l'angle de ce 
nouveau joint avec la verticale , c" la partie de ce joint qui est comprimée, A" la' com- 
pression au point de Textrados, qui est évidemment le point le plus comprimé, Z la 
distance du nouveau centre de flexion au sommet de la voûte, P le poids de ce 
nouveau voussoir, c'est-à-dire de toute la portion de voûte comprise entre le joint de la 
clef et ce nouveau joint; v la distance de son centre de gravité à la verticale qui passe par 
le point de l'extrados du nouveau joint, vous aurez : 

= — cos -h P im 9 , 

P cos 9 = — sm 9 — < , 

2 2 

^ /z - ^ -H c'' cos 9 W ^ = P (D - r" sin 9) . 

Ces trois équations seraient plus que suffisantes pour déterminer c", si ^" devait 
être forcément égal à A- , et si / devait atteindre son maximum , mais il n'en doit 
pas être ainsi. La voûte peut , par sa configuration , offrir une résistance très^rande au 
renversement, et alors la force A" y qai est appelée pour résister à la poussée, est 
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très-faible. Ainsi, supposez que ce second joint soit à la base du piédroit, et augmentez 
la masse de celui-ci , vous l'amènerez à une telle stabilité que Taréte extérieure de sa 
base ne sera presque pas comprimée ; voilà qui est évident et qui fait voir que la 
valeur de ^" est ici variable , aussi bien que l'étendue comprimée c'', aussi bien que 
la quantité du frottement qui est utilisée, c'est-à-dire que le nombre/*. On tirera donc 
de ces trois éqiiations les expressions de A", c" et /. La première doit être inférieure 
à la limite de compression de la pierre, la troisième inférieure au coefficient du 
frottement. 

Quand, au lieu de ce dernier joint de rupture, on cherche quel est celui qui tend 
à se former , on doit calculer le maximum de h" , de même que le maximum de /, en 
faisant varier ; on connaîtra ainsi quels sont les voussoirs qui tendent le plus à tour- 
ner ou à glisser. Ni l'un ni l'autre de ces mouvements n'aura lieu si k" et /sont au- 
dessous des limites appartenant à la pierre qui compose la voûte ; mais si le premier 
de ces nombres excède sa limite , il y aura renversement ; si c'est le second , il y aura 
glissement en dehors; si tous deux excèdent leurs limites, il se produira un mouvement 
composé de glissement et de rotation , qu'il ne serait peut-être pas très-aisé de déter- 
miner, mais dont la recherche ne peut être d'aucune utilité. 

Telle est la théorie des voûtes , prise dans toute sa généralité. On voit combien peu 
elle est applicable et combien il vaut mieux s'en tenir à la supposition des voussoirs 
incompressibles, quitte à la corriger en introduisant des coefficients de stabilité et de 
correction tout à la fois. 

Je n'attache pas moins beaucoup d'importance aux principes renfermés dans cette 
note ; car elle fait voir que toutes les fois qu'on veut être exact , il faut bien vite quitter 
la méthode de Coulomb qui repose toujours sur une assimilation des corps, que 
l'on soumet au calcul, à de la matière parfaitement dure et solide. Or, c'est le cas de 
dire que comparaison n'est pas raison. En fait , ce sont les résistances qui acquièrent 
leur maximum dans les points de rupture. Voilà l'axiome fondamental. Celui des 
prismes ou des voussoirs de plus grande poussée est loin d'avoir la même évidence , 
il peut même être inexact , car il suppose qu'en solidifiant par la pensée des masses 
qui ne sont cependant pas solides, mais bien fragiles et divisibles, en remplaçant des plans 
d'où émanent les forces par des plans inertes , on n'altérera pas le sens des résistances ; 
Or, cela n'est pas toujours vrai. Je ne puis que renvoyer sur ce sujet à l'Essai que j'ai 
publié sur l'équilibre des demi-fluides à frottement. 

Les expressions de prisme ou voussoir de plus grande poussée sont toujours in- 
exactes, il n'y a jamais qu'une seule poussée effective. C'est la compression ou le frotte « 
ment , ou plutôt la quantité utilisée de ces forces qui varie. 
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